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10. Troska z teorie ¢isiel

Faktorizacia faktorialu

n
n!:Hk:, pre n > 0.
k=1

S faktoridlmi sa stretdvame v diskrétnej matematike ¢asto. St to velmi velké ¢isla,
konciace kopou nul. Z kombinatoriky si pamitame, ze n! je pocet poradi, ktorymi
sa d4 n roznych objektov zoradif do radu. Namiesto pocitania faktoridlu, skiisme
ho vyjadrif ako staéin prvocisiel, alebo inak povedané rozlozif ho na prvocinitele.

Pre dané prvocislo p chceme uréit jeho maximélnu mocninu, ktorou je n! delitel-
ny. Oznacme ho €,(n!). Ako vzdy sktsme tlohu vyriesit pre malé hodnoty nezna-
mych. Napriklad pre p = 2 a n = 10 dostaneme

nl= 112:3-4-5-6-7-8-9-10
delitelné 2 X X X X X |b= L%J
delitelné 4 X X 2= \_%J
delitelné 8 X 1= L%OJ

Celkovy exponent 2 v prvociselnom rozklade dostaneme tak, Ze spocitame kol-
kymi k nemu prispievaji mocniny 2. Ked si v§imneme riadky v tabulke vidime, Ze
k mocnine 2! v 10! prispeje kazdy druhy €initel, ¢o je [ ]. K mocnine 2? prispeje
kazdy Stvrty, teda |12] a k 23 kazdy osmy. Preto je €3(10!) = 8.

Inak zapisané, pre vSeobecné n

o =[]+ 3]+ 3]+ =S 13

k>1

Suma je kone¢né lebo od nejakého k (ked 2 > n) uz buda vetky séitance rovné
nule.
Po zovsobecneni na fubovolné prvocislo p dostaneme rovnakou tvahou ako pred

chvilou
n
ep(n!) = Z L?J )

k>1

.....

platit

p(nl) < —+ 24 2y —§(1+1+i+ )— n
P 2 pB p p?

P P p—1

Odhad ¢,(n!) nAm umozni odhadnaf per(™)
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Ked uvézime, ze p < 2P~! moZeme pravi stranu uvedenej nerovnosti odhadnif
zhora .
PR — —_—
prT < (2P7h) T =2m,

Inymi slovami, prispevok lubovolného prvodéisla v n! je menej nez 2". Naco je to dob-
ré? Napriklad keby existovalo iba k réznych prvocisiel 2,3, ..., pr, muselo by platit
pre vsetky n, Ze n! < (2”)k . Co ocividne nie je pravda, ked si zvolime dostatoc¢ne
velké n. Nech povedzme n = 22¥, dostaneme

k
n! < (2M)F = (22%) — k2 92 %

Dostali sme spor s tym, ze n! > n"/2 (8.6). Prvocisiel musi byt teda nekonecne vela.

A to eSte nie je vSetko! Rovnaky argument ndm pomdze odhadnit 7(n), pocet
prvocisiel neprevysujucich n. Kazdé také prvocislo prispieva k n! ¢initelom mensim
nez 2". Teda n! < 2""("), Ked nahradime n! Stirlingovym odhadom (8.7) a obe
strany zlogaritmujeme dostaneme odhad nlog(n/e) + %log 2mn < nm(n) odkial
mame, ze

m(n) > log(n/e).

Odhad to nie je najlepsi, ale ani sme sa velmi nenamahali pri jeho odvodeni.

Legendreove sito

Ked pozname prvoéisla < /x, uréime pocet prvocisiel < z, m(z). Napriklad
uréime pocet prvocisiel < 28, ked pozname prvoéisla < /28, t.j. p1 = 3,ps =
5,p3 = 7. Ozna¢me A;, mnozinu obsahujicu nasobky prvocisla p;, 1 < i < 3, z
mnoziny X = {2,3,...,28}. Zaujima nas pocet prvkov z mnoziny X, ktoré nepatria
do ziadnej z mnozin A;, to budi len tie, ktoré nie st delitelné ¢islom < \/ﬁ, teda
prvocisla. Ale to je predsa z kombinatoriky znamy princip inklazie a exklizie —
chceme urcit | X |—|A;UA2UA3|. Pocet prvkov v mnozinach |[4;NA4;],1 <i < j <3,
je pocet Cisiel z X delitelnych sucasne p; a p;, tych je |28/(pip;)|. Po dosadeni
dostaneme 7(28) — 7(1/28) = 6, kedZe prvocisla < 1/28 pozname, vieme aj 7(/28).
Hladany vysledok 7(28) = 9.

Vo vseobecnosti pre fubovolné x je X = {2,3,..., |z]|}. Oznaéme p; < ps < -+ <
Pk < VE, Ai = {a € X | pila}. M(j1,j2, - jm) = |Aj, N Aj, N -+~ N A;, | je pocet

prvkov X delitelnych stacasne p;, az p;, arovna sa LWJ. M(0) = |z] —1.
J1EI32 " FIm
Vyuzitim principu inklazie a exklazie (8.5) spoéitame |A; UAsU- - -UAg| a dosadime
do M(0) — |[Ay U Ay U---UAg| = 7(x) — n(/x).
Adrien Marien Legendre (1752-1833) bol franctizsky matematik, ktory okrem
inych knih vydal aj dvojzvizkovi Teoriu ¢isiel, kde sa zaoberal aj po¢tom prvocisiel.

Testovanie prvocdiselnosti

Je n prvocislo? Naivné testovanie, ¢i je n prvocislo postupnym delenim 2 a vset-
kymi neparnymi 2 < k < y/n nie je prakticky mozné. (Dovody st uvedené v casti
rychle umocnovanie.) Pokial n nie je delitelné ziadnym k, je prvoéislo, pokial je nie-
ktorym delitelné, mame dokaz, ze n je zlozené. Teda sme sa dozvedeli viac ako sme
sa pytali. Je mozné, Ze tato nevyziadand pridand hodnota odpoved tak predrazila.
Stéle ostava nadej, ze odpoved &dno/nie bude lacnejsia — prakticky zistitelna.
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Rychle umocnovanie

Zakladnou operaciou v takmer vSetkych aplikaciach, ktoré spominame v tejto
Casti je vypocet x¥ mod n. Uvedomte si, Ze vypocitat najprv z¥ a potom zistit
zvy$ok po deleni n nie je prakticky mozné, lebo pracujeme s velkymi ¢islami —
niekolko desiatok cifier. Nepomohlo by ani keby sme pocitali ¥ postupnym néso-
benim z a po kazdom nasobeni by sme vykonali mod n, teda vlastne by sme pocitali
¥ mod n =z - (2! mod n) mod n.

Ked ¢islo zapiSeme v nejakej stustave po cifrach dostaneme byby_1...b1bg. Ak
zoberieme vykonanie aritmetickej operacie s dvoma ciframi za jednotku zlozitosti,
vynésobit alebo vydelit dve k+ 1 ciferné ¢isla si vyzaduje O(k?) aritmetickych ope-
racii. V druhom spdsobe vypoétu z¥ mod n by sme pracovali najviac s ¢islami n?.
Nech n = bgbi_1...b1bg, potom k+ 1 = |logn| + 1. Teda celkovo by sme potrebo-
vali O(kY) operacii. Po dosadeni za k mame O ((|logn])Y), ¢o je exponencidlne od
poctu cifier n.

Aby sme dostali prakticky pouzitelny algoritmus, t.j. taky ktory nevyzaduje
exponencidlne vela operacii, musime si nejako pomodct. Skisme si zapisat este raz
definiciu ¥, predpokladajme, ze x # 0:

1, ked y = 0,
Y
x¥ =14 (2?)?, ked jey parne,
zz¥~!,  ked je y nepérne.

Je to lepsi spdsob nez predchédzajuci. NevSimajme si zatial, Ze sme vynechali
operacie mod n. Kolko nasobeni vyzaduje tento sposob? Nasobenie sa vyskytuje iba
v druhom a trefom pripade. V druhom je jedno nasobenie a rekurzivne sa pocita
rovnaké funkcia, ale exponent sa zmensil na polovicu. V tretom pripade je jedno
nasobenie a exponent sa zmensil o 1. VSimnite si, Ze v najhorsom pripade budeme
postupovat striedavo podla tretieho a druhého pripadu, kym neprideme k prvému
pripadu. Ale druhy pripad méZe nastat iba logy krat! Teraz si mozeme doplnit
definiciu o operéacie mod n. Treba ich vykonavat priebezne z rovnakého dévodu ako
predtym. VSimnite si, Ze treti pripad sa d& upravit dosadenim, lebo vieme, Ze y — 1
bude parne. Dostaneme:

17 ked, y - 07
Yy
2V mod n ={ (2% mod n)? mod n, ked je y parne,
y—-2
x (332 mod n) > mod n, ked jey neparne.

Teraz vidime, preco sa tomuto sposobu hovori umocnovanie postupnym umoc-
novanim na druhi. Z praktického hladiska eSte treba prepisat definiciu aby bola
chvostovo rekurzivna, t.j. aby sme ju vedeli naprogramovat cyklom. Pouzijeme tech-
niku akumulatora (po slovensky sumatora). Chvostova rekurziu kazi treti pripad.
Aby sme odstranili tuto prekazku, zadefinujme funkciu u taku, ze zachovava inva-
riant u(a,b,s) = a’ - s mod n. Je zrejmé, Ze nasu funkciu z¥ mod n ziskame ako
u(x,y,1). Ak4 ale bude definicia funkcie u?

v, ked b =0

N

mod n,v), ked je b parne,
b—1
u((a® mod n) 2 mod n,av mod n) ked je b nepérne.

u(a, b, s) = { u((a® mod n)
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Overte si, zZe definicia zachovava horeuvedeny invariant. Na vypocet x¥ pomocou
funkcie u potrebujeme len O (( |log nJ)logy) operacii.

Millerov test prvociselnosti

Pripomenme si mali Fermatovu vetu. Piere Fermat (1601-1665) bol francizsky
pravnik a matematik - samouk.

Veta. Nech p je prvocislo a a lubovolné ¢islo, potom a? = a (mod p). Ked p 1 a,
plati a?~1 =1 (mod p).

Dokaz. V pripade p 1 a je to désledok Eulerovej vety (). V pripade p | a, st obe a?
aj a =0 (mod p).
[

Ked chceme overit, ¢i je p prvocislo, nemoézeme vyuzit predchadzajicu vetu, lebo
opacné implikdcia nanestastie neplati. Netreba sa vzdavat. Moézeme vyuzit, ze ak
nejaké n je prvoéislo, musi byt a”~! =1 (mod n). Teda ak a®~! # 1 (mod n) isto
vieme, aspon to, ze n zarucene nie je prvocislo.

Ked za¢neme s neparnym prvocislom n, podla Fermatovej vety musi platit, z
n—1 =1 2

@

a (mod n), n — 1 je parne, mozeme spocitat = = a“7" . Pretoze x
1 (mod n), musi byt x = £1 (mod n). Ak z =1 a ”T_l je parne, mozeme pokra-
¢ovat rovnakym sposobom a zratat y = i/ rovnakych dévodov ako predtym,
pretoze 4> = 1 (mod n), musi byt y = 1 (mod n). Takto mézeme pokracovat,
pokym neskonéime s —1, alebo neparnym exponentom (mézu nastat aj oba pri-
pady sucasne). Intuitivne je idea zrejma, zlozené ¢islo sa len tazko zamaskuje za
prvocislo. Dostali sme test, ktory navrhol Gary Lee Miller v roku 1976.

MILLEROV TEST PRVOCISELNOSTI VZHLADOM NA BAZU a
1. Nech n je neparne prvocislo > 1 a nech (a,n) = 1.

2. k == n—1; r := a* (mod n);

3. while (r = 1) A (k je parne) do begin

k= k/2;
r := a* (mod n)
end;

if (r = 1) V (r = n—1) then Presiel

else Nepresiel
Zlozené cislo, ktoré prejde testom rovnako, akoby nim preslo aj prvocislo, budeme
nazyvat siln€ pseudoprvodislo vzhladom na bdzu a. Je zrejmé, ze ked je n prvocislo,
nemoze neprejst Millerovym testom (uvedomte si, ze z = +£1 (mod n) je x =1
alebo x = n — 1), ¢o mdzeme sformulovat do nasledujtcej vety.

Veta. Ak n neprejde Millerovym testom je zloZené.

Pravdepodobnostné testovanie prvocislenosti
Ked sa pokusime néjst najmensie n, ktoré je sucasne silnym pseudoprvocislom
vzhladom na bazy 3,5 a 7, ziskame podozrenie, ze vyskyt ¢isiel, ktoré sa silnymi

.....

.....

ze je prvocislom. Nasledujicu vetu uvedieme bez dokazu.
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Veta. Nech n je nepdrne zloZené ¢islo. Potom n spliia Millerov test najviac pre
(n—1)/4 bazb, 1 <b<n-—1.

Inak povedané, n nemoze byt silnym pseudoprvocislom vzhladom na vsetky bé-
zy. Na to aby sme sa presved¢ili, ¢i je je ¢islo n zlozené, by nebolo praktické skusat
vSetkych (n — 1)/4 baz. Ked n prejde Millerovym testom vzhladom na béazu b,
je pravdepodobnost toho, Ze sme si zvolili bazu, pri ktorej sa to stane rovna i.
Ked n prejde k Millerovymi testami, vzhladom na rozne zaklady, pricom predpo-
kladame, ze boli vybrané ,nezéavisle“, tak pravdepodobnost, Ze je n zlozené je 4%.
Presvedcenie, ze n je prvocislo rastie s rastiicim k. Tato metdda sa nazyva Rabinov
pravdepodobnostny test, lebo ho vymyslel Michael Oser Rabin. Miller ukazal, Ze za
istych $pecidlnych predpokladov (Ze plati rozsirend Riemanova hypotéza) zlozené
n neprejde testom pre niektort z baz < 2(logn)?, ¢o je pomerne malé ¢islo aj pre
velmi velké n.

Verejné prenasanie tajnych klicov

V roku 1976 vymysleli Whitfield Bailey Diffie a Martin Edward Hellman ako
posielat cez nechraneny (mohol byt odpoc¢uvany) komunikaény kanal Sifrovaci kluc.
Zacala sa tym nova éra kryptografie. Zakladna myslienka tejto metédy je jednodu-
cha a vyuziva tzv. jednosmernu funkciu (t.j. takd, Ze ju vieme efektivne vypocitat,
ale efektivne nevieme vypocitat jej inverznu funkciu.). Ked pomocou takejto funkcie
zobrazime tajnt spravu, jej odpocutie nebude mat velki cenu, lebo bez dodatoénych
informécii nebude odpocuvatel vediet vypodcitat inverznta funkciu.

Nie je zatial dokdzané, Ze jednosmerné funkcie (ne)existuju. Prikladom kandidéta
na jednosmernu funkciu je umoctniovanie mod n. Nie je (zatial) zndmy spdsob na
vypocet inverznej funkcie — urcenie exponentu, tzv. diskrétny logaritmus. Zvolime
si velké celé ¢isla 1 < g < n. Mozu byt verejne zname. Pouzivatel A si zvoli tajné
x4 a pouzivatel B tajné xp. Ked sa chcii dohodnut na tajnom kIuc¢i, A posle B
¢islo g4 mod n a B posle A ¢islo g*2 mod n. Obaja moézu vypocitat g*4*5 mod n
a to bude ich tajny klué. (Je vhodné aby bolo n prvocislo, potom 1 < g < n bude
generator Z,.)

Opisany sposob sa dal pouzit priamo aj na Sifrovani komunikéciu, ale na prene-
senie jednej spravy vyzadoval niekolko preneseni zaSifrovanych sprav. Nasledujica
metodda tento nedostaok odstranuje a prakticky sa pouziva vo svete okolo néas, moz-
no o tom iba nevieme.

Sifrovanie RSA

Tato metédu vymysleli Ronald Linn Rivest, Adi Shamir, Leonard Max Adleman
v roku 1977 na MIT, kde pdsobili vo vyskume, publikovana bola v roku 1978. V
roku 2002 ziskali za prinos k rozvoju Sifrovania verejnym kli¢om Turingovu cenu.

Zvolime si velké prvocisla (asponl 512 bitov) p a ¢ a vytvorime ich st¢in n = pq.
Vypo¢itame ¢(n) = (p — 1)(¢ — 1), kde ¢ je Eulerova funkcia. Zvolime velké d
také, ze (¢(n),d) = 1 a dopocitame e, inverzny prvok k d (mod ¢(n)), pre ktoré
de =1 (mod ¢(n)). Ze taky prvok existuje a je uréeny jednoznac¢ne ukazeme v casti
o kongruenciach. Verejny k¢ tvori dvojica n,e. Tajné st p,q a d.

Ako prebieha Sifrovanie spravy? Textovi spravu si predstavme ako velké ¢islo.
Kazdy znak spravy mézeme nahradit jeho kédom. Toto ¢islo rozdelime na po sebe
idace bloky cifier tak, aby kazdy blok predstavoval ¢islo < n. Bloky sa sifruju
osobitne. V dalsom budeme oznacovat W jeden blok povodnej spréavy.
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SIFROVANIE

Spravu W zaSifrujeme na zaklade vztahu
C =W?¢ (mod n).

Ked bude sifrovat ¢lovek X budeme to zapisovat ako Ex (W) a bude to znamenat:
C=Ex(W)=We mod nx.

DESIFROVANIE

Sifrovani spravu C' desifrujeme na zaklade vztahu
W = C? (mod n).

Ked bude desifrovat ¢lovek X budeme to zapisovat ako Dx (C) a bude to znamenat:
W = Dx(C) = C% mod nx.

Veta. Nech C = W¢ (mod n) je Sifrovany text W, ed = 1 (mod ¢(n)) a (d, p(n)) =
1, potom W = C? (mod n). (V pripade jednoznacnosti plati =.)

Doékaz. Z ed = 1 (mod ¢(n)) vyplyva, Ze existuje j € N, pre ktoré plati, ze ed =
jo(n) + 1. Uvazujme niekolko pripadov podla toho, ¢i p resp. g deli W.
i) Ani p, ani ¢ nedeli W. Teda mame, ze (n, W) = 1. MéZeme pisat

C?= (W)t = Wit = W (mod n).

V poslednej kongruencii sme vyuzili Eulerovu vetu, Ze pre zLly plati z#) =
1 (mod y).

ii) Préave jedno z p,q deli W. Bez straty vSeobecnosti predpokladajme, Ze je to p.
Oc¢ividne W = W (mod p) (uvedomte si, ze ked p|W, tak W% = 0 (mod p)).
Vyuzitim malej Fermatovej vety mame W9~ ! = 1 (mod q), teda aj wer) =
1 (mod q) a aj W7¢(™) = 1 (mod q), odkial vyplyva, ze W = W (mod q).
Pretoze plati aj W°? = W (mod p) dostavame

Cl=We =W (mod n).

iii) Pripad, ze by stcasne aj p aj ¢ delili W nemoze nastat lebo predpokladame, Ze
W < n.
[

V skutoc¢nosti je prakticky dolezity iba pripad i). V pripade ii) by nastali pri
ozajstnom pouziti problémy, lebo na zaklade vedomosti, ze (n, W) = p vieme ur-
¢it aj ¢ a vSetko je odhalené. Nagfastie Sanca, ze by nastala tato situécia je velmi
mald. Vieme zistit, akd je? Za predpokladu, Ze vsetky W st rovnako pravdepo-
dobné, mozeme uvazovat takto: vSetkych sprav je n. ,Bezproblémovych® sprav je
¢(n) — tolko je nestudelitelnych. Teda ked vyberieme ndhodne jednu z n moznych
,problémovych® sprav, dostaneme

n—o(m) _pg—(p-1-1) 1 1 1

n pq p q pq
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Pretoze p aj ¢ st velmi velké je zrejmé, ze predchadzajuci vyraz je velmi maly.
Prvocéisla p a ¢ musime zvolit pozorne. Napriklad, keby bol vyraz |p — ¢| maly —
teda p a g by boli priblizne rovnako velké. Cislo n mozeme vyjadrit nasledovne

P+q ? p—q ?
O 0 I o

Pri¢om ¢ bude trocha vicsie nez \/n a s bude malé. Polozme t = |\/n| + 1, spoci-
tajme t2 — n a zistime, ¢ je to Stvorec, ak nie je, t zvy$ime o 1 a opakujeme. Ak
sme dostali §tvorec, teda plati t> — n = s2, mame ¢islo n rozlozené. Dostali sme
n=(t—s)(t+s).

Digitalny podpis a posielanie sprav
Predstavme si, ze osoba A chce poslat spravu W osobe B. M4 niekolko moznosti

ako to urobit.

1. Posle E4(W). VSetci ju vedia podpisat. Lebo D4 je verejne zndme. Autor spravy
moze byt len A, nik nemoze v jeho mene posielat spravy, bez toho aby vedel jeho
tajny kIuc E4.

2. Posle Dp(W). Takiato spravu vie ¢itat iba B, iba on poznid Ep. B nemé ale
istotu, ze spravu poslal A, mohol ju poslat hocikto, lebo Dpg je verejne zname.

3. Posle Dp(E4(W)). Iba B ju vie precitat a iba A ju moéze poslat. Z praktickych
dévodov sa ¢asto posiela so spravou W iba kratka spréava E4(S), ktorou sa dé
overit pravost W (B dostane Dg(W EA(S))). Ea(S) sa zvykne nazyvat podpis.

Kongruencie
Definicia. Kongruencia, oznacenie =. Pre n # 0

a=b(modn) <= amodn=bmodn <= n|(a—D0).

Uvedieme iba tie vlastnosti relacie =, ktoré v tejto Casti vyuzivame.

Veta.

i) Ked a =b (modn) a sicasne a = b (mod m), potom a = b (mod (m,n)). Ked
(m,n) =1, potom a = b (mod mn).

i) Ked ac = be (modm) a (¢c,m) = d, potom a = b (mod ). Specidlne ked
(c,m) =1 jea=0b(modm).

Dokaz.

i) n|(a — b) a stcasne m|(a — b) teda zrejme aj (n,m)|(a — b). Ked (n,m) =1, z
toho, ze n|(a — b) a m|(a — b) vyplyva, ze a — b = kn = jm, teda m|kn a n|jm,
pre nejaké k a j. Z posledného mame, ze n|j, inak zapisané j = in, pre nejaké i.
Odkial uz vyplyva, ze a — b = imn, ¢o sme chceli ukézat.

ii) PrepiSeme tvrdenie: ac—bc = km, pre nejaké k. Nech ¢ = ¢;d a m = m1d, potom
po dosadeni m1d|(acid — beyd), odkial mq|(a—b)cq, ale kedze (mq,c1) = 1 mame
myla — b, o sme cheeli ukazaf. (Ked (c,m) = d, potom (§,%) = (c1,m1) = 1,
lebo inak by nebolo (¢,m) = d.)

[
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Definicia. Eulerova funkcia, ¢p(n). Pre n > 10 ozna¢me ¢(n) pocet celych ¢isiel z,
1 <z <n takych, ze (z,n) = 1.

Eulerova Veta (1760). Pren >0 a celé ¢islo a, také, Ze (a,n) =1 plati

(10.1) a®™ =1 (mod n)

Dokaz. Nech 71,79, ... ,74() st celé ¢isla nesudelitelné s n. Zoberme ary, ars, .. .,
arg(n)- Ziadne dve z nich nie st kongruentné mod n. Keby ar; = ar; (mod n), podla
vlastnosti ii) kongruencii by sme mali r; = r; (mod n), lebo (a,n) = 1. Je ich ¢(n),
takze to musia byt opét ¢isla rq,72,...,74n) v nejakom poradi. Teda musi platit
TIT2 ... Tg(n) = GT1aT2...AT¢R) (mod n) Podla vlastnosti ii) mézeme vykratit a
dostaneme a®™ =1 (mod n), ¢o sme cheeli ukazat.

[ )

Leonhard Euler (1707-1783) bol §vaj¢iarsky matematik, fyzik, mechanik a astro-
ném. Posobil v Petrohrade a Berline.

Uloha: Existuje pre dané a také b, ze plati ab = 1 (mod m)? Ked také b existuje,
vypocitame ho na zdklade a. Nazyva sa inverzny prvok vzhladom na nésobenie
(mod m).

Veta. Pre dané a (a m), existuje b také, Ze ab = 1 (mod m) < (a,m) = 1.
Ked existuje také b, je tiez (b,m) = 1 a b je uréené jednoznacéne (mod m), t.j. ak
ab=al' =1 (mod m), potom b=10b" (mod m).

Doékaz.
=) Ak ab =1 (mod m), potom je ab = 1 4+ km, takze spolo¢ny delitel a a m musi
delit 1. Odkial plynie (a,m) =1 (a tiez (b,m) = 1).
<) Ked (a,m) = 1, Euklidov algoritmus na vypocet nsd urci celé ¢isla b a k také, ze
ab+mk = 1. Plati, Ze ab = 1 (mod m). (ab— 1 = mk). Jednoznacnost b vyplyva
z vlastnosti i) kongruencii.

A
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