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9. Teoria grafov

Definicia. Obycajny graf G je dvojica (V, E), kde V je mnozina vrcholov grafu G, E
mnozina hran grafu G je podmnozinou mnoziny (2)

Eg(‘;):{e|egv,|e|:2}.

Grafy, ktoré budeme uvazovat budi konecéné, t.j. |V|, |E| < oco. Pren € N oznacujeme
K,, iplny graf na n vrcholoch (t.j. n vrcholov a vSetky mozné hrany).

Definicia. Dva grafy G = (V,E) a G' = (V', E') st izomorfné G = G’, ak existuje
vzéjomne jednoznacéné priradenie (izomorfizmus) f: V — V' tak, Ze plati:

{u,v} € E <= {f(u), f(v)} € E'.

Pocet neizomorfnych grafov. Na danej n-prvkovej mnozine V je prave 2(5) roz-
nych grafov, pretoze E je podmozina (g) Grafov, ktoré st neizomorfné je podstatne
menej. Napriklad pre n = 3 existuje 8 grafov, z toho st len 4 neizomorfné.

Urc¢it presne pocet neizomorfnych grafov je pomerne tazké, jednoduchou tivahou ale
3 2l3)

mozeme dostat aspon dobré odhady: horny 2(3) a dolny ==~ vyplyva z faktu, kolko
maximalne grafov na n prvkovej mnozine moéze byt izomorfnych s danym grafom.

Tvrdime, ze tato funkcia nerastie o mnoho pomalsie nez 2(3), Aby sme sa o tom
presvedcili, zlogaritmujme obe funkcie a trochu ich upravme:

w19 ()15 (-2)

log, 26) = (n) — logy n! > n_2 _n —nlogyn
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Vidime, Ze pre velké n sa logaritmy oboch funkcii chovaju ako ”72
Prave uvedend tvaha je pozoruhodné tym, Ze sme len ukézali existenciu velkého
mnozstva neizomorfnych grafov, ale ziadne také grafy sme nezostrojili. Zostrojit (popisat

explicitni konstruckiu) mnoho neizomorfnych grafov nie je tak jednoduché.

Definicia. Nech G = (V| F) je oby¢ajny graf. Stupeti vrcholu v v grafe G je definovany:
dgv=|{e|veeec E}.

(Niekedy budeme dolny index G vynechévat, ak bude z kontextu jasné, v ktorom grafe
stupen definujeme.)
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Lema. V konecnom grafe G s n vrcholmi vy, ..., v, € V(G) plati:

> da(vi) =2|E|.
=1

Doékaz. Zrejme kazda hrana prispieva k dvom vrcholom.

)

Daosledok. V konecnom obycajnom grafe je pocet vrcholov mnepdrneho stupra pdrne
¢islo. Nemoze existovat graf, ktory by obsahoval jediny vrchol nepdrneho stupria.

Definicia. Nech G = (V, E) je oby¢ajny graf. Stubor (dg(v),v € V), sa nazyva skore
grafu G.

Dve skoére povazujeme za rovnaké, ak jedno mozeme dostat z druhého preusporiada-
nim ¢isiel, t.j. skére nezavisi na zvolenom poradi vrcholov. Je vidiet, Zze dva izomorfné
grafy maju rovnaké skére. Na druhej strane, grafy s rovnakym skére eSte nemusia byt
nevyhnutne izomorfné.

Veta (V. Havla). Nech D = (dy,...,d,) je postupnost prirodzenych cisel, di < dg <

-+ <d,. Oznacme D' postupnost (dy,ds,...,d, ), kde:
g - d;, pre i < n —dy,
e d; —1, prei>n—d,.

Potom D je skore grafu prave ked D’ je skore grafu.

Dokaz. < Predpokladajme, ze D’ je skére grafu G = (V/, E'), kde V' = {vy,..., 051}
a dg(v;) = d. Zvolme novy vrchol v,, rézny od v, ..., v,—1 a definujme novy graf
G = (V,E), kde

V=V"U{v,},
E=FE uU{{v,v.};ie{n—d,,n—d,+1,...,n—1}}.

Zrejme skore grafu G je prave D.

= Predpokladajme, ze D je skdére nejakého grafu. Uvazujme mnozinu G vsetkych
grafov na mnozine vrcholov {vy, ..., v,} so skére D v ktorych je stupen kazdého vrcholu
v; rovny d;. Predpokladajme, ze mame dokézana nasledujicu lemicku:

Lemicka. V mnozine G existuje graf G, v ktorom je vrchol v,, spojeny prave s
poslednymi d,, vrcholmi, t.j. vn—d,, Vn—d, +1, -+ » Un—1-

Potom je uz vec jednoduché. Zoberieme graf G' = ({v1,...,v,_1}, F'), kde E' =
{e | e € E(Go); v, ¢ e}, ktory ma zrejme skére D', ¢im je dokaz hotovy.
[ )
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Dodkaz lemicky. Ak d,, = n — 1, t.j. vrchol v, je spojeny so vsetkymi vrcholmi vy,

., Un_1, vyhovuje lemicke lubovolny graf z G a sme hotovi. Ina¢, t.j. pokial v, nie je
spojeny so vSetkymi ostatnymi vrcholmi, definujme pre kazdy graf G € G ¢islo j(G), ¢o
bude najvacsi index {1,2,...,n — 1} taky, ze {vj,v,} ¢ E(G). Bud Gy graf, pre ktory
je j(G) najmensie mozné; dokazeme, ze j(Go) = n — d,, — 1, z ¢oho je uz zrejmé, ze Gy
vyhovuje pomocnému tvrdeniu.

Predpokladajme teda pre spor, ze j = j(Go) > n — d, — 1. Vrchol v,, musi byt
spojeny s d, vrcholmi, a z nich najviac d,, — 1 moze nasledovat po vrchole v;. Preto
existuje nejaké i < j také, ze v; je spojeny s vrcholom v,,. Mame teda {v;,v,} ¢ E(Gy),
{vi,v,} € E(Gp). Vzhladom k tomu, ze dg,(v;) < dg,(v;), existuje nejaky vrchol
vy, ktory je spojeny hranou s vj, ale nie s v;. V takomto pripade uvazime novy graf
G' = (V(Gy), E'), kde

B = (E(Go) \ {{vi, vn} {vj, vx}}) U {{vj, vn}, {vi, ve}}-

Je zrejmé, ze graf G’ ma tiez skére D a pritom j(G') < j(Gy) — 1, ¢o je spor s volbou
grafu Gy. Tym je lemicka dokazana.

)

Priklad Ak mame o nejakej postupnosti (1,1,1,2,2,3,4,5,5) rozhodnit, ¢i je skére
grafu, podla predchadzajtcej vety tato postupnost je skére < ked (1,1,1,1,1,2,3,4) je
skére nejakého grafu < (1,1,1,0,0,1,2) < (0,0,1,1,1,1,2) (preusporiadnie ¢isel) <
(0,0,1,1,0,0) < (0,0,0,0,1,1) (preusporidanie ¢isel) < (0,0,0,0,0).

O poslednej postupnosti uz vieme uréite prehlasit, ze je skére nejakého grafu (izolo-
vanych 5 vrcholov). Inym problémom je konstrukcia grafu so zadanym skdre. Tato sa
dé realizovat postupnym pridédvanim vrcholu a hran podla predchadzajtcej vety.

Eulerovské grafy

Definicia. G = (V, E) je oby¢ajny graf. Postupnost [vg, e1,v1,€2,...,€,,v,] v grafe G,
kde e; = {v;_1,v;} € E, 1 < i < n sanazyva sled dlzky n z vy do v,,. Ak e; # ej, pre
i # j, hovorime o tahu. Ak v; # v;, hovorime o ceste.

Ak vy = v, hovorime o uzavretom tahu. Cesta, pre ktort vy = v,, nazyvame kruzni-
cou.

Definicia. Graf G = (V| E) je eulerovsky, ak v iom existuje uzavrety tah obsahujtci
vSetky hrany a vrcholy grafu G.

Veta 1. Obycajny graf G = (V, E) je eulerovsky prave vtedy, ked je suvisly a stupen
kazdého vrcholu v G je pdrne cislo.

Dokaz. = Zrejmé.

< Uvazujme v G tah T := [vg, €1, ..., €m, U], ktory ma maximalnu dizku. DokaZeme,
ze:

(1) vo = U,
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(ii)) {e;;i=1,2,...,m} =E.
(i) Ak by vg # vy, potom fah mozme urcite predizit, lebo stupne vrcholov vg a vy,
st parne, ale v tahu 7' nepéarne.
(ii) Predpokladajme teda, ze vg = v,,. Definujme pomocny graf G' = (V', E’), kde
V' je mnozina vSetkych vrcholov v fahu 7' a E’ mnozina jeho hran.
Nech najskor V' # V. Vdaka stuvislosti grafu G existuje hrana tvaru e = {vg, v’} € E,
kde vy, € V' a v’ ¢ V'. V tomto pripade tah

/
[Uk7ek+1avk+la <3 Um—1,€m, Vo, €1,V1, .. ~,€k:,Uk:7€,U]

mé dlzku m + 1 a vedie teda k sporu.
Ak V' =V a E' # E, uvazujme hranu e € E \ E’, kde e = {vg, v;}. Podobne ako v
predchadzajicom pripade vedie tah

[vk7ek+17vk+1a ooy Un—1,€m,V0,€1,V1,...,€k, Uk, 6,’0[]

k sporu.

)

Ak budeme v grafe G hladaf otvoreny tah obsahujici vSetky vrcholy a hrany (t.j.
bez podmienky skonéit v tom istom vrchole, ako sme zacali), potom nasledujtca veta
podava uplnu charakterizaciu:

Veta 2. V obycajnom grafe G existuje otvoreny tah obsahujuci véetky vrcholy a hrany
prave vtedy, ked je suvisly a md prdve dva vrcholy nepdrneho stupria.

Dokaz vety 1 dava aj navod na nejaky algoritmus na kreslenie grafov jednym tahom.
Neformélny popis: Za¢neme v fubovolnom vrchole v a obtahujeme v Tubovolnom poradi
»za sebou idice hrany“. Ak skonc¢ime opét vo vrchole v a neobtiahli sme eSte vSetky
hrany, neobtiahnuté hrany tvoria graf s komponentami so vsetkymi vrcholmi parneho
stuptia. Vyberme Tubovolny komponent, ktory nech je prilepeny k prvému uzavretému
tahu v nejakom vrchole ©. Prvy fah teda rozsirime vo vrchole © o nejaky uzavrety tah.
Rekurzivnym opakovanim uvedenej myslienky nakoniec nakreslime cely graf jednym
tahom.

Iny algoritmus na kreslenie grafu jednym fahom:
Nech G = (V, E) je stuvisly graf (G rozny od K;) s 0 (pripad (i)) alebo 2 (pripad (ii))
vrcholmi neparneho stupna, ostatné vrcholy st parneho stupna.

Krok 1. V pripade (i) zvol vy € V Tubovolne, v pripade (ii) nech vy je Tubovolny
vrchol neparneho stupna. Polozme Ty = vy.

Krok 2. Opakuj nasledujtci krok 3 pre ¢ = 0,1, 2,..., pokial je to mozné. Pokial uz
krok 3 nie je mozné previest, T' je hladany tah.

Krok 3. (Predlzenie tahu.) Nech T; = [vg,e1,v1,...,€;,v;] je uz definovany tah.
Zvol hranu e; 11 € E \ {e1,ea,...,e;} obsahujicu vrchol v;. Pokial je to mozné, zvol
e;+1 naviac tak, aby grafy (V, E\ {e1,...,¢e;}) a (V,E\{e1,...,€;€,41}) mali rovnaky
pocet komponentov suvislosti.

Dokaz spravnosti algoritmu. Nech G je ¢o do pocétu hran najmensi protipriklad
taky, ze uvedeny algoritmus vrati tah, ktory neprechédza vSetkymi hranami. Zrejme G
je rozne od K.
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Ozna¢me T = [vg, e1,v1, ..., €k, V] vysledok uvedeného algoritmu aplikovaného na
graf G.

Oznatme G’ = G\ {e1}. Ak G\ {e1} je nestvisly graf, potom zrejme dg(vg) =1 a
polozme G’ = G \ {vg}. G’ je zrejme suvisly graf réozny od K; a moézme nati aplikovat
algoritmus na kreslenie jednym tahom.

V G st bud vsetky vrcholy parneho stuptia alebo G’ obsahuje prave dva vrcholy
neparneho stupina, z ktorych jeden je v;.

Ak G’ mé vsetky vrcholy parneho stupina, potom podla predpokladov existuje tah
T’ v grafe G', ktory zacina a kond¢i vo vrchole v; a prechddza vSetkymi hranami. Potom
[vo,e1] UT tvori hladany tah v G.

Ak G’ mé prave dva vrcholy neparneho stuptia, potom jeden z nich je v; a podla
predpokladov existuje tah T” v grafe G’, ktory zacina vo vrchole v; a prechéadza vSetkymi
hranami. Potom [vg,e;] U T tvori hladany fah v G.

V oboch pripadoch teda v grafe G existuje tah prechadzajuici vSetkymi hranami, spor.

)

Aplikacia: Prechody bludiskom

Uloha na prechod bludiskom znamen prejst kazdou chodbou bludiska aspoii raz a
skoncit na mieste, kde sme zacali. Kazdému bludisku zodpoveda graf L: na krizovatky
a konce slepych ulic ddme vrcholy, dva vrcholy spojime hranou, ak existuje medzi nimi
v labyrinte priama cesta.

Ak kazd hranu v grafe L zdvojime, dostaneme eulerovsky graf. Podla predchadzaja-
cej tedrie (jednoducho zovSeobecnenej aj na grafy s viacndsobnymi hranami) existuje v
L uzavrety tah obsahujuci v8etky hrany. T.j. musi existovat prechod bludiskom, pri¢om
po kazdej hrane prejdeme dvakrat (v roznych smeroch).

Ak méame k dispozicii planik bludiska, Tahko bludiskom na zéklade predchédzajiceho
algoritmu pre eulerovské grafy prejdeme. Realita je vSak horsia. Mame k dispozicii len
nit! Pochodujme teda podla nasledovného algoritmu a tahdme stéle za sebou nit:

Algoritmus tazkopadny, ale uréite spravny:

(1) Ak prideme na krizovatku, z ktorej vedie chodba, cez ktort este nie je pretiahnuta
nit, pustime sa lubovolnou takou chodbou.

(2) Ak prideme na krizovatku, z ktorej ved len chodby s pretiahnutou nifou, vratime
sa spit rovnakou cestou, ako sme prisli (to ndm umozni nit), az na najblizsiu krizovat-
ku, z ktorej vedie chodba bez nite a tam pokracujeme. (Pri navrate samozrejme nit
nezmotavame, ale stale ju za sebou rozvijame.)

(3) Ak sa vratime na zaciatok nite k vchodu a zistime, ze vSetkymi chodbami, ktoré
odtial vychadzaju, je nit uz pretiahnuté, znamené to, Ze sme uz presli celym bludiskom
a skoncime.

Tento algoritmus predovSetkym zarucuje, Ze nas dovedie naspiit k vchodu do bludiska.
Bludisko mé totiz len koneény pocet hran a tak nemodzeme donekonecéna nachadzat
hrany, ktorymi sme este nepresli. Od poslednej takej hrany, na ktort narazime, sa potom
podla pravidla (2) uz len vraciame naspét k vchodu, kde sme zacali.

Dalej je zrejmé, ze sme presli vsetky hrany bludiska. Keby zostali hrany, ktorymi sme
nepresli, vzhladom na stvislost bludiska by z niektorého vrcholu, ktorym sme preché-
dzali vychadzala hrana, ktoru sme nepresli. Tymto vrcholom by sme vsak prechadzali
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pri spomenutom navrate a porusili by sme tak pravidlo (1), ktord dava prednost takejto
hrane.

Vsimnime si este, ze ak prechddzame nejakou hranou druhykrat, tak sa vraciame a
nezanechdvame nijaké odbocky, ktoré by sme nepresli. To je bezprostredny dosledok (1)
a (2) a potvrdzuje spravnost pravidla (3).

Sktsme vylepsit predchadzajuci algoritmus a odstranit zbytoéné navraty. St to prave
tie, na zaciatku ktorych vstupujeme do hrany, ktori sme uz dvakrat presli. Ak nas vedie
nit naspit do takejto hrany, tak tam nevstipime, ale prehmatneme na druht nit, ktora
odtial vychédza a dalej sa vraciame podla nej.

Efektivnejsi algoritmus na prechod bludiskom:

(1) Z vrcholu, z ktorého vychadza chodba bez nite, ideme takouto chodbou.

(2) Z vrcholu, z ktorého vedu len chodby s pretiahnutou nitou, vratime sa spit k
najblizsiemu vrcholu, z ktorého vychadza chodba bez nite, a tou sa pustime. Pri navrate
vynechédvame chodby s dvoma nifami - namiesto prechodu cez ne zmenime nit, ktora
nas vedie.

(3) Vo vrchole, z ktorého vychadzaju iba chodby s dvoma nitami, skon¢ime. Je to
vychod z bludiska, ktorého kazdou chodbou sme presli prave dvakrat a to v opac¢nych
smeroch.

Nit zabezpecuje v kazdom vrchole aby sme z neho odisli prave po tej hrane, ktorou
sme do neho prvykrat prisli. Ak sa vyzbrojime namiesto nite kriedou, mozeme prejst
bludiskom podla inej verzie predchadzajiceho algoritmu:

Kriedovy algoritmus na prechod bludiskom:

Na zaciatku kazdej chodby, ktorou prechadzame, napiSseme na podlahu pismeno Z,
a na koniec pismeno K. Ak sa ocitneme na nejakej krizovatke prvykrat (okrem préve
napisaného K tam urcite nijaké pismena nie si1), ddme prave napisané K do stvorca. Na
krizovatkach volime chodbu, ktorou budeme pokrac¢ovat, podla nasledujicej priority:

1. neoznacenu,

2. oznacenu K,

3. oznacenu .

Do chodieb oznac¢enych Z alebo ZK nevstupujeme. Ak sa ocitneme na krizovatke, z
ktorej nevedie chodba nijakého z tychto troch typov, st vSetky chodby, ktoré sem tstia,
oznacené ZK, sme pri vchode a presli sme vSetkymi chodbami bludiska prave dvakrat,
a to v kazdom smere raz.

Hamiltonovské grafy

Definicia. Graf sa nazyva hamiltonovsky, ak v nom existuje kruznica prechadzajica
v8etkymi vrcholmi (hamiltonovska).

Néazov pochédza od irskeho matematika a fyzika Williama Rovana Hamiltona (1805-
1865). Bol autorom hlavolamu tlohou ktorého bolo obist po hrandch vrcholy pravidel-
ného dvanéaststena.
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Na prvy pohlad sa hamiltonovské grafy zdaju byt obdobou eulerovskych, nie je to
vSak zdaleka pravda. Nie je zndma nijakd jednoduché a postacujica podmienka na to,
aby bol graf hamiltonovsky. Rozhodnit, ¢i graf je hamiltonovsky je NP-tuplny problém
(to znamena treba preSetrit vSetky moznosti). Je vSak znamych mnoho postacujicich
podmienok na hamiltonovskost.

Veta (Dirac, 1952). Nech G je graf, |V| = n, n > 3. Ak md kaZdy vrchol stupern
asponi 5, tak graf je hamiltonsky.

Veta (Ore, 1960). Nech G je graf, |V| = n, n > 3. Ak pre kaZdi dvojicu vrcholov,
ktore nie su spojené hranou sucet ich stupriov je aspon n, tak G je hamiltonovsky.

Dokaz. Dokaz od Lajosa Pésa, ked mal asi 15 rokov ...

Ukéazeme, Ze ak G nie je hamiltonovsky, potom existuje dvojica vrcholov u,v € V(G)
nespojenych hranou a takych, ze dg(u) + dg(v) < n.

Pridavajme ku grafu G hranu po hrane (lubovolne) kym nedostaneme hamiltonovsky
graf. (To sa ndm urcite raz podari, lebo iplny graf je hamiltonovsky.) Ak sme naposledy
pridali hranu {u,v}, znovu ju odstranime. Dostaneme tak graf G’, v ktorom sice nie je
hamiltonovska kruznica, ale je v nom (hamiltonovska) cesta, ktord vychédza z vrcholu
u, kon¢i vo vrchole v a prechddza vsetkymi vrcholmi grafu G — kazdym prave raz. Ak
je x Iubovolny vrchol, ktory je v grafe G’ spojeny hranou s vrcholom wu, tak vrchol y,
ktory na spomenutej ceste bezprostredne predchadza vrcholu x, nemoze byt v grafe G’
spojeny hranou s vrcholom v. Potom by totiz v grafe G’ bola hamiltonovska kruznica
u— 1y — v — x — u. Ak je teda k stupen vrcholu u, neméze byt vrchol v v grafe G’
spojeny hranou prinajmensom z k z n — 1 ostatnych vrcholov, teda stupen vrcholu v
je najviac n — k — 1. Stcet stupnov vrcholov u, v v grafe G’ je potom najviac n — 1.
Pritom graf G’ vznikol z grafu G priddvanim hrén, takze v grafe G nie je stupen nijakého

.....

)

Veta (Pésa). Nech G je graf, |V| = n a predpokladajme, Ze n > 3. Ak pre kazdé
prirodzené cislo k < 5 je pocet vrcholov, ktorych stupen neprevysuje k, mensi ako k,
tak je graf hamiltonovsky.

Diracova podmienka vylucuje vrcholy mensieho stupna ako 5 (n = [V|), Pésova
podmienka také vrcholy pripusta s tym, ze obmedzuje ich pocet. Ak si zoberieme ako
graf samostatni kruznicu s n vrcholmi, takyto graf je zrejme hamiltonovsky a pritom
nespliia ziadnu podmienku.

Pésova veta udava v istom zmysle najsilnejsi mozny vysledok. Ak je dané n,n >4 a
p € N Tubovolné spliia nerovnost 1 < p < 5, potom graf K1 spojeny s K,,_, jedinou
hranou je prikladom grafu, ktory spliia podmienky Pédsovej vety az na jediny pripad
(existuje aspoii p vrcholov stupiia p) a pritom nie je hamiltonovsky.

Vo vetach nechyba predpoklad suvislosti grafu, pretoze kazdy hamiltonovsky graf je
zrejme suvisly.

Iny pohlad na definiciu hamiltonovského grafu: G je hamiltonovsky, ak existuje po-
radie vrcholov (vy,...,v,41) také, ze vzdg(vi,viy1) = 1 prei=1,...,n a v,y = v1.
To vedie k nasledujicej definicii:
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Definicia. Graf G je k-hamiltonovsky, ak existuje k € N a poradie vSetkych vrcholov
v1, ..., v, grafu G spliajice podmienku:

vzdeg (v, vig1) < K,
pret=1,...,n av,41 = V1.
Veta. Kazdy suvisly graf je 3-hamiltonovsks.

Dokaz. Tvrdenie staci dokézat pre stromy (vid nasledujicu lemu), lebo ak G je sauvisly
graf, T" jeho kostra, potom zrejme plati, ze ak T je 3-hamiltonovsky, je aj graf G 3-
hamiltonovsky.

)

Lema. NechT = (V,E), |V| = n je strom, {u,v} € E. Potom ezistuje poradie vrcholov
U =V1,Va,...,0np1 = v spliiajice rovnost vzdy(vi,viy1) < 3,4 € {1,...,n}.

Dokaz. Lemu dokdzeme matematickou indukciou podla poc¢tu vrcholov. Pre n < 3 je
lema zrejma.

Strom 7'\ {u,v} sa rozpadne na komponenty suvislosti, ozna¢me T,, a T, jeho kom-
ponenty suvislosti (pripadne i jednovrcholové), u € T,, a v € T,,.

Zvolme v € V(T,) tak, ze {u,u'} € E. (Pripadne v = u'.) Analogicky zvolme
v € V(Ty) tak, ze {v,v'} € E. (Pripadne v = v'.) Na T, a T, pouZijeme indukény
predpoklad a dostaneme usporiadania vrcholov:

/
Uy Toyenn,Lyy U pre T},

/
VY1, Ys, U preTv-

Potom w, 1, ...,z 4, v, y1,...,ys,v je poradie vrcholov stromu T, ktoré spliia pod-
mienku vzdr(z,y) < 3 pre kazdé dva po sebe idtice ¢leny.

)

Suvislost grafu

Definicia. Nech G = (V| E) je stuvisly graf. Mnozinu A:
e A C V nazyvame vrcholovym rezom grafu G, ak graf (V\ A,{e |e€ E,en A =0})
je nesuvisly.

e A C FE nazyvame hranovym rezom grafu G, ak graf (V, E'\ A) je nesuvisly.

Definicia. Minimélna velkost hranového rezu sa nazyva hranovd suvislost grafu G,
oznacujeme kg(G). Graf sa nazyva k-hranovo suvisly, ak k < kg(G).

Minimalna velkost vrcholového rezu sa nazyva vrcholovad siuvislost grafu G, oznacu-
jeme ky (G). Graf sa nazyva k-vrcholovo suvisly, ak k& < ky (G).
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Zrejme ky (G) = kg(G) = 0 pre nesuvislé grafy. kg(G) = kv (G) = 1 pre stromy a
kg(G) = 2 pre kruznicu. Dodefinujeme kg(K,,) = ky (K,) =n — 1.

Veta. Pre kazdy graf G = (V, E) plati:

kv (G) < kp(G) < minde(v) < %

Doékaz.

Prva nerovnost: Ak kg(G) = 0, potom zrejme aj ky (G) = 0. Ak kg(G) = 1, potom
G obsahuje most {u,v} a bud G = K, alebo uréite asponi jeden z grafov G \ u alebo
G \ v je nesuvisly. To znamena, Ze ky (G) = 1.

Nech teda kp(G) > 1 a F je hranovy rez grafu G miniméalnej velkosti. Zvolme ey € F a
pre kazda hranu e € E\{eo} zvolme vrchol u, € e\eg. Ak graf Go = G\{u. | e € E\{eo}}
je nesuvisly, potom kv < ke. V opa¢nom pripade je ey mostom v grafe Gy. Bud teda
Go = K (a teda ky (G) = kp(G)) alebo ak priddme k mnozine {u. | e € E\ eg} jeden
z vrcholov hrany ey dostaneme nesuvisly graf.

Druhé a tretia nerovnost si zrejmé.

)

Veta (Mengerova). Graf G = (V, E) je vrcholovo k-suvisly prave vtedy, ked medzi
lubovolnygmi dvoma vrcholmi u,v € V' existuje aspon k vrcholovo disjunktnijch ciest.

Plati analégia aj pre hranova stuvislost.

Lema. Graf G = (V, E) je vrcholovo 2-suvisly prdve vtedy, ked pre kaZdé dva vrcholy
u,v € V existuje kruznica v G, ktord ich obsahuje.

Doékaz. < Vynechanim lubovolného vrchola bude este vzdy existovat aspoii jedna cesta
medzi vrcholmi v a v, G je teda 2-suvisly.

= Existenciu spolo¢nej kruznice pre vrcholy u a v dokdZzeme indukciou podla
vzdg(u,v).

Ak vzdg(u,v) = 1, to znamend, ze {u,v} = e € E(G). Vdaka 2-stvislosti G je G \ e
tiez suvisly. Preto existuje v grafe G \ e cesta z u do v a té spolu s hranou e tvori
kruznicu obsahujicu u a v.

Predpokladajme teraz pre nejaké k > 2, ze kazda dvojica vrcholov so vzdialenostou
mensou ako k lezia na spolo¢nej kruznici a uvazme dva vrcholy u,v € V' vo vzdialenosti
k. Nech P = (u = vg, e1,v1,...,ex, vk = v) je cesta najkratsej dizky z v do v. Nakolko
vzdg(u, vk—1) = k — 1, existuje kruznica obsahujica u a vi_;. Tato kruznica je tvorena
dvoma cestami Py a P; z u do vi_1. Uvazme teraz graf G\ viy_1. Ten je suvisly, a teda v
fiom existuje cesta P z vrcholu u do vrcholu v. Tato cesta teda neobsahuje vrchol vy,_1.
Uvéazme posledny vrchol na ceste P (smerom od vrcholu v) leziaci na niektorej z ciest
Py, Py a ozna¢me ho w. Predpokladajme (bunv), Ze w je vrcholom cesty P;. Potom
hladana kruznica obsahujtca vrcholy v a u bude tvorenéd cestou P, tisekom cesty P;
medzi v a w, a Gsekom cesty P medzi w a v.
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Definicia. Nech G = (V, E) je graf. Pre e € E, e = {u, v} je definovana operacia delenia
hrany nasledovne:

G%e = (V' E"),kde V' =V U{w},w ¢V
E' = (E\{e}) U ({w, v}, {u, w}).

Veta (usatd). Graf G je 2-suvisly (vrcholovo) prave vtedy, ak G je mozné vytvorit z
K3 postupnym vykondvanim operdcie delenia a pridania hrany.

Kreslenie grafu, rovinné grafy

Definicia. Oblik o je podmnozina roviny tvaru o = ([0, 1]) = {v(x);z € [0,1]}, kde
v:[0,1] — R? je nejaké prosté spojité zobrazenie uzavretého intervalu [0, 1] do roviny.
Pritom body «(0) a (1) sa volaji koncové body obliku o.

Nakreslenim grafu G = (V, E) rozumieme priradenie, ktoré kazdému vrcholu v v
grafe G priraduje bod b(v) roviny, a kazdej hrane e = {v,v'} € E priraduje oblik o(e) v
rovine s koncovymi bodmi b(v) a b(v’). Pritom predpokladdme, Ze zobrazenie b je prosté
(roznym vrcholom zodpovedaja rozne body), a oblik o(e) neobsahuje ziadny z bodov
zodpovedajucich mnozine V' okrem koncovych bodov b(v) a b(v’). Graf spolu s nejakym
nakreslenim nazyvame topologicky graf.

Nakreslenie grafu G = (V, E) v ktorom obluky zodpovedajtice roznym hrandm maja
spolo¢né nanajvys koncové body, sa nazyva rovinné nakreslenie. Graf G je rovinny, ak
existuje aspon jedno jeho rovinné nakreslenie.

Graf je mozné nakreslit v rovine bez toho aby sa jeho hrany pretinali, prave vtedy
ked ho mozeme nakreslit na gulu bez toho aby sa hrany pretinali. To je zrejmé, ked
pouzijeme stereografickii projekciu: gulu umiestnime v trojrozmernom priestore tak,
aby sa dotykala uvazovanej roviny p a oznac¢ime o bod gule najvzdialenejsi od roviny
p (tzv. severny pol). Potom stereografickd projekcia priraduje kazdému bodu = # o na
povrchu gule bod 2’ v rovine p, kde z’ je prieseénik priamky ox s rovinou p. Toto je
bijekcia medzi povrchom gule bez bodu o a rovinou p. Ak mame nejaké nakreslenie
grafu na G na povrch gule (bez toho aby sa hrany pretinali), pricom bod o nelezi na
ziadnom z obliikov nakreslenia (¢o mozme bunv predpokladat), potom stereografickou
projekciou dostaneme rovinné nakreslenie GG. Obratene, z kazdého rovinného nakreslenia
dostaneme spitnou projekciou nakreslenie na gulu.

Definicia. Nech G = (V, E) je topologicky rovinny graf, t.j. rovinny graf s danym rovin-
nym nakreslenim. Uvazujme mnozinu vsetkych bodov roviny, ktoré nelezia v ziadnom

z oblukov nakreslenia. Tato mnozina sa rozpadne na konecny pocet suvislych oblasti.
Tieto oblasti budeme nazyvat steny (oblasti) topologického rovinného grafu.

Oblasti st definované pre dané rovinné nakreslenie. Je ich pocet zavisly od konkrét-
neho nakreslenia, alebo od grafu?

Veta (Eulerov vzorec). Nech G = (V, E) je suvisly rovinng graf a nech s je pocet
oblasti nejakého rovinného nakreslenia G. Potom plati:

\V|—|E|+s=2.
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Specidlne pocet stien nezdvisi na sposobe nakreslenia rovinného grafu.

Dokaz. Indukciou podla poc¢tu hréan grafu G. Ak je E = (), potom |[V|=1as=1,a
vzorec plati. Nech |E| > 1, rozliSujme dve moznosti:
1. Graf G neobsahuje kruznicu, potom G je strom a teda |V| = |E|+ 1, pri¢om s = 1.
2. Nejaka hrana e € E je obsiahnutd v kruznici. Graf G \ e je potom stuvisly a podla
indukéného predpokladu pren plati Eulerov vzorec. Hrana e v nakresleni G susedi s
dvoma réznymi oblastami S a S’, ktoré sa v nakresleni G \ e stant oblastou jedinou.
Takze pocet hran i stien pre G stpol v porovnani s G\ e o 1.

)

Doésledok 1. Ak G je suvisly rovinnyg graf, v ktorom wvsetky oblasti su ohranicené
kruznicou C,,, tak

n(|V]-2)
Dokaz. Kazd4 hrana je obsiahnutd v dvoch oblastiach (kruzniciach dizky n), teda
21E| = sn = s = @
pozadovani rovnost.

. Dosadenim do Eulerovho vztahu a tpravami dostaneme

)

Dosledok 2. Ak G je suvisly rovinny graf s aspon 3 vrcholmi a mazimdalnym poctom
hrdn, tak kaZdd oblast je C3 a plati:

|E| =3|V|—6.
Dokaz. Ak by nejakéa oblast nebola C3, pridanim hrany sa rovinnost grafu neporusi a

povodny graf teda nemal maximélny pocet hran. Pocet hran vyplyva z predchéadzajiceho
dosledku.

)

Dosledok 3. Ak G je rovinny graf s aspori 3 vrcholmi, potom plati:
|E| < 3|V|—6.
Daésledok 4. A G je rovinnyg graf s aspon 2 vrcholmi, potom G nevyhnutne obsahuje
aspon dva vrcholy stupna nanajvys 5.
Dokaz. Z predchadzajuceho désledku:
2|E| <6|]V|—12

a zaroven vieme, ze 2|E| =) _\ dg(v).
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Ak by vsetky vrcholy boli stupiia aspon 6, dostavame: 6|V| < 6|V| — 12, ¢o nie je
mozné. Obdobne, keby existoval iba jeden vrchol stupiia nanajvys 5, platilo by: 6(|V| —
1) < 6|V] — 12, ¢o taktiez nie je mozné.

)

Platdnske telesa

Antick4 skola venovala velki pozornost pravidelnym geometrickym ttvarom, takzva-
nym pravidelnym mnohostenom. Pravidelny mnohosten je trojrozmerné konvexné teleso,
ohranicené konec¢nym poctom oblasti — zhodnych pravidelnych mnohouholnikov, ktorych
sa v kazdom vrchole stretava rovnaky pocet. Zaujem o ich stdiom bol podnieteny zrej-
me ich ohrani¢enym poc¢tom. Uz v staroveku sa vedelo, Ze ich je len pift: pravidelny
Stvorsten, kocka, pravidelny osemsten, dvanaststen a dvadsatsten. Ale preco?

Prevedieme mnohosten na graf pomocou streografickej projekcie — umiestnime ski-
many mnohosten do vnutra gule tak, aby jej stred lezal v jeho vnutri. Premietneme
ho zo stredu na povrch gule a tym dostaneme nejaké nakreslenie rovinného grafu na
gulu. O tom uZ vieme, Ze je mozné dalej stereografickou projekciou premenit na rovinné
nakreslenie grafu. Steny mnohostenu budu zodpovedat oblastiam grafu.

Pre kazdy pravidelny mnohosten ma vzniknuty topologicky rovinny graf zrejme kazdy
vrchol stupen d (d > 3) a kazda oblast ma na hranici rovnaky pocet vrcholov k, k > 3.
Neexistencia dalsich pravidelnych mnohostenov vyplyva z nasledujtcej vety:

Veta. Nech G je topologicky rovinny graf, ktorého kazZdy vrchol md stupen d, d >
3 a ktorého kazZda stena mda k vrcholov, k > 3. Potom G je izomorfny s rovinnym
nakreslenim pravidelného stvorstena, kocky, pravidelného osemstena, dvandststena alebo
dvadsatstena.

Dokaz. Oznac¢me n pocet vrcholov, m pocet hran a s pocet oblasti rovinného grafu
G = (V, E). Z vlastnosti o pocte hran platia vztahy:

dn = 2m,

ks =2m

Dosadenim do Eulerovho vzorca dostavame:

5 n 2m +2m
=n-m+s=——m-+ —,
d k
a odtial po tprave:
1,1 11
d k 2 m’

Ak d = 3, potom méme § — ¢ = = > 0, takiie k € {3,4,5}. Podobne pre k = 3
dostaneme d € {3,4,5}. Potom uz v oboch pripadoch vieme jednoznac¢ne dopocitat m,
nas.
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Teda nastava jedna z moznosti:

d k n m s

3 3 4 6 4 (pravidelny Stvorsten)

3 4 8 12 6 (kocka)

3 5 20 30 12 (pravidelny dvanaststen)
4 3 6 12 8 (pravidelny osemsten)

5 3 12 30 20 (pravidelny dvadsatsten)

Charakterizacia rovinnych grafov
Veta (Kuratowského). Graf G je rovinng, prdve vtedy ked Ziadny jeho podgraf nie
je izomorfny s delenim grafu K33 alebo K.

K5 nie je zrejme rovinny podla doésledku 3, pre K33 3 to sktiste dokazat ako cvicenicko.
Kreslenie na iné plochy

Graf G mozeme nakreslit i na inych plochach nez je rovina, napr. na gulu, anuloid
(torus, pneumatika), Mobiov list, Kleinovu flasu, ¢ gulu ,s usami“.

Grafy mozeme rozliSovat podla plochy, na ktort je mozné ich nakreslit (samozrejme
bez toho, aby sa hrany pretinali). Napriklad nerovinny graf K5 je mozné nakreslit na
torus, K3 3 na Mobiov list.

Veta. Kazdy graf je mozné nakreslit na gulu s dostatoénym poctom ,usi“.
Definicia. Miniméalny pocet ,,usi“, ktoré je treba pridat ku guli tak, aby na vzniknutu
plochu bolo mozné nakreslit graf G bez toho aby sa hrany pretinali, sa nazyva rod grafu.

Podla spominanej stereografickej projekcie medzi kreslenim na gulu a rovinu st ro-
vinné grafy prave grafy rodu 0.

Farbenie grafov

Definicia. Oby¢ajny graf G = (V, E) sa nazyva k-chromaticky, ak existuje funkcia
f:V —={1,2,...,k} takd, ze pre kazdu dvojicu vrcholov u a v taka, ze {u,v} € E plati
f(u) # f(v). Najmensie prirodzené ¢islo k také, ze graf je k-chromaticky, nazyvame
farebnostou grafu a oznacujeme x(G).

Chromatické ¢islo jedna maja len grafy bez hran, farebnost uplnych grafov K, je
n, farebnost stromov (s aspon jednou hranou), bipartitnych grafov a kruznic s parnym
poc¢tom vrcholov je 2, farebnost kruznic s neparnym poctom vrcholov je 3.

Lemicka 1. x(G) = 2 <= ak G neobsahuje kruznicu nepdrnej dizky.

Doékaz. = Ak G obsahuje kruznicu neparnej dizky, potom x(G) > 2.
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< BUNV mozme predpokladat, ze G je suvisly. Ak by nebol, urobime tvahu pre
kazdy komponent stvislosti zvlast. Zvolme u € V(G) Iubovolny. Definujme:

Go = {v | v € V(G),najkratsia cesta z u do v je parnej dizky}
G1 = {w | w € V(Q), najkrat$ia cesta z u do w je neparnej dizky}

Vrcholy G ofarbime farbou ¢.1 a G farbou ¢. 2. Zrejme GoNG1 = 0, Go UG = V(G),
takze definovali sme farbu kazdého vrcholu grafu G. Ak lubovolné vrcholy {z,y} €
E(G), potom ak ich najkratsia vzdialenost od u je réznej parity, vrcholy zrejme maju
roznu farbu. Ak by ich vzdialenost bola rovnakej parity, G by obsahoval kruznicu ne-
péarnej dlzky, ¢o vSak nie je mozné. Definovany rozklad vrcholov teda skuto¢ne definuje
ofarbenie.

)
Lemicka 2. x(G) < max,cy dg(v) + 1.

Dokaz. Matematickou indukciou podla poc¢tu vrcholov grafu G.

)

Definicia. Nech G = (V, F) je oby¢ajny graf. Mnozina M C V sa nazyva nezdvisld, ak
pre ziadnu dvojicu vrcholov z mnoziny M neexistuje v grafe G hrana, t.j. (A2/I ) NE=§0.
Nezdvislost grafu je velkost najviiésej nezavislej mnoziny, oznacujeme a(G), t.j.

a(G) = max{|M|, M C V, M nezavisla mnozina}.

Definicia. Nech G = (V, E) je obyéajny graf. Doplnok grafu G budeme oznacovat G a
je definovany nasledovne:

V(G)=V(G), ec B@G) < e¢ BQG).

Lemicka 3. Pre kazdy obycajny graf G = (V, E) plati: x(G) - a(G) > |V].

Dokaz. Pre kazdé i € {1,...,x(G)} ozna¢me V; C V taku, Ze vrcholy mnoziny V; st
ofarbené farbou i. Zrejme a(G) > |V;|. S¢itanim poslednej nerovnosti pre i = 1 az x(G)
dostéavame pozadovani nerovnost.

)
Veta (paradox). Pre kazdé n € N, n > 1 existuje graf G,, taky, ze x(G,) > n a
a(Gp) = 2.
Farebnost rovinnych grafov

Jednou z prirodzenych aplikécii farbenia rovinnych grafov je napriklad farbenie statov
v mapach.
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Lahko sa da ukéazaf, Zze chromatické ¢islo kazdého rovinného grafu je nanajvys 6 a
zjemnenim uvah sa dokéze odhad nanajvys 5.

Jednym z najznamejsich problémov v matematike dlht dobu bol problém Styroch
farieb: t.j. ¢i chromatické ¢islo kazdého rovinného grafu je nanajvys 47

Nevie sa presne, kto vyslovil tito domnienku. V tedrii grafov vSak zohrala vyznamni
rolu. Uz v roku 1840 sa problémom zaoberal M6bius, v roku 1850 sa o vyrieSenie pokusal
de Morgan. Od tych ¢ias sa vynaloZilo vela energie na vyrieSenie tohto jednoducho for-
mulovatelného problému. Prvy dokaz uverejnil v roku 1879 Kempe, ale uz v roku 1890
v nom Heawood nasiel chybu. RieSenie sa naglo az v roku 1976, ked Apple a Hacken do-
kézali spravnost hypotézy pomocou pocitaca. Vychadzali z Kempeho netplneho dokazu
a jeho vylepSenim sa zredukuje problém styroch farieb na zafarbenie 1936 konkrétnych
grafov. Tato tlohu uz potom vyriesil pocitac. Tu sa v historii pravdepodobne prvykrat
pouzil pocitac¢ pri rieseni zavazného teoretického problému.

Veta 1. Ak G je rovinny graf, potom x(G) < 6.

Dokaz. Matematickou indukciou podla poctu vrcholov vyuzijac pritom fakt, ze v ro-
vinnom grafe existuje vrchol stupiia nanajvys 5.

)

Definicia. Graf G je indukovany podgraf grafu H, ked Vg C Vi a G obsahuje vSetky
hrany ktorych oba konce patria do V.

Veta 2. Ak G je rovinny graf, potom x(G) < 5.

Doékaz. Matematickou indukciou podla poc¢tu vrcholov vyuzijuc pritom fakt, Ze v rovin-
nom grafe existuje vrchol v stupna nanajvys 5. Ak stupen vrchola v je nanajvys 4, resp.
ak pri zafarbeni grafu G \ {v} 5 farbami existuji dvaja susedia v zafarbeni rovnakou
farbou, sme hotovi.

Ostéava vysetrit pripad, ak v susedi s piatimi vrcholmi, z ktorych kazdy je zafarbeny
inou farbou ¢;, i = 1,2, 3,4, 5.

Ozna¢me G13 podgraf grafu G\ {v} indukovany tymi vrcholmi, ktoré maju farbu ¢; a
c3. Podgraf G13 zrejme nemusi byt suvisly. Ked vy a v3 patria do réznych komponentov
grafu (G13, potom vzajomnou zamenou farieb c¢; a c3 v tom komponente, do ktorého
patri vrchol vy, dostaneme znova ofarbenie grafu G\ {v} piatimi farbami. V tomto
novom ofarbeni mézme vrchol v zafarbit farbou c;.

Ak v; a vz patria do toho istého komponentu grafu Gis, tak existuje v G \ v medzi
nimi cesta ktorej vsetky vrcholy st zafarbené striedavo ¢y a c3. Tato cesta spolu s cestou
v1, v, v3 tvori v G kruznicu, ktora vdaka rovinnosti grafu oddeluje vrchol v5 od vrcholov
v4 @ v5. Inymi slovami: medzi vrcholmi vy a v4 neexistuje cesta, ktorej vsetky vrcholy by
boli zafarbené len farbami ¢, a c4. Teda ak Go4 oznac¢ime podgraf indukovanymi tymi
vrcholmi, ktoré maju farbu cs a ¢y, tak v a v4 patria do réznych komponentov grafu Goy.
V tom komponente, ktory obsahuje vrchol v4 vymenme navzajom zafarbenie vrcholov
(tie, ktoré mali farbu ¢y budii mat ¢4 a obratene.) Takto dostaneme nové ofarbenie grafu
G \ {v} piatimi farbami, pri¢om vrchol v v grafe G moézme zafarbif farbou cy.

)
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Veta 3. Ak G je rovinny graf, potom x(G) < 4.
Predchadzajuca veta sa da eSte zosilnit:

Veta 4. Ak G je rovinng graf bez trojuholnikov, potom x(G) < 3.

Dodkaz. Obtiazny.

Ramseyho cisla

Vyjdime z hlavolamu: je pravda, Ze v spolo¢nosti, kde je aspon 6 Iudi, existuje bud
trojica Iudi, ktori sa navzajom poznaju alebo trojica ludi, ktori sa navzajom nepoznaju?
Vytvorme si graf takto: vrcholmi budui osoby, ktoré spojime hranou ak sa navzajom
poznaji. Potom hlavolam mozno sformulovat nasledovne: plati pre kazdy obyc¢ajny graf
s po¢tom vrcholov aspon 6, ze bud graf G obsahuje K3 alebo a(G) > 37

Ina formulacia hlavolamu: ak ofarbime vsetky hrany Kg dvoma farbami C a M je
potom pravda, Ze tam bude existovat jednofarebny trojuholnik? Ak v € Kg Iubovolny,
potom z neho vychédzaja bud aspon 3 cervené hrany, alebo aspon 3 modré hrany
s koncovymi vrcholmi wuq,us,us. Ak st hrany medzi tymito vrcholmi rovnakej farby,
mame hladany trojuholnik. Ak nie, potom vzdy existuje medzi nimi hrana {us,u,},
(xz,y € {1,2,3}) ktora spolu s hranami {v,u,} a {v,u,} tvori jednofarebny trojuholnik.
(Nakreslit!)

Zovseobecnime si (ako obvykle) predchadzajici hlavolam:

Existuje vobec a ked ano tak aké je najmensie prirodzené ¢islo k také, ze kazdy
oby¢ajny graf G na k vrcholoch bud obsahuje K, alebo a(G) > n? Cisla s takouto
vlastnostou sa volaji Ramseyho ¢isla a oznacuju sa r(m,n).

Rekurentny vztah medzi Ramseyho ¢islami nasli Erdos a Szekeres.

Veta 5. Pre m,n > 2 plati

(1) r(m,n) <r(m,n—1)+r(m—1,n).

Dokaz. Nech G = (V, E) ma r(m,n—1)+r(m—1,n) vrcholov a zvolme v € V Iubovolny.
Budeme rozlisovat 2 pripady:

a) dg(v) > r(m—1,n),

b) dg(v) < r(m —1,n).

V pripade a) ozna¢me vy, ..., v, vrcholy patriace do okolia v a nech G; je podgraf
indukovany vrcholmi vy, ..., v;. Pretoze k > r(m — 1,n) bud G; obsahuje K,,_1 alebo
a(G1) > n (vyplyva priamo z definicie Ramseyovych ¢isel. Ak Gy obsahuje K,,_1,
tak pridanim vrcholu v (ktory susedi so vSetkymi vrcholmi v GG1) dostaneme K,,; ak
a(G1) > n, potom zrejme aj a(G) > n. Teda tvrdenie vety plati.

V pripade b) v doplnku G grafu G plati dg(v) > r(m — 1,n). Dokaz bezi analogicky
ako v Casti a) ak si uvedomime, ze r(m,n) = r(n,m).

)
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Lahko sa da ukézat, ze pre lubovolné prirodzené m,n > 2 plati r(m,2) = m, r(2,n) =
n. Z predchadzajicej vety dostaneme

r(3,3) <r(3,2) +r(2,3) =3+ 3 =6.

To znamena, ze pre 6-vrcholové grafy uz plati, ze obsahuju K3 alebo nezavisli mnozinu
velkosti 3, ¢o je odpovedou na nasu hadanku.

Veta 6. Pre m,n > 2 plati

m—1

(2) r(m,n) < (”””‘2).

Dokaz. Dokazovany vztah plati akonahle aspon jedno z ¢isel m a n sa rovna dvom.

Potom: r(m,2) = m < (mrfl), r(2,n) = n < (’f) Predpokladajme, 7Ze (2) plati pre
vSetky cisla m1 a nq, ktorych stcet je mensi ako m + n a dokdzeme, ze potom plati aj
pre m a n.

Podla IP plati

r(m,n—1) < <m+n_3>7 r(m—1,n) < (m+n_3).

m—1 m— 2

Z toho na zaklade (1) dostavame:

r(m,n) < r(m —1,n) +r(m,n—1) < <m+”‘3) + (m+”_3) _ (m+”_2).

m—2 m—1 m—1

[ )

Uvedeny odhad je velmi nepresny, ale méa dolezity teoreticky vyznam: vieme, Ze
r(m,n) je vzdy konecné ¢islo. Najst presné hodnoty Ramseyho ¢isel je velmi tazka
tloha a pozndme doteraz len niekolko malo hodnét, najvicsie r(4,4) = 18, r(3,7) = 23.
Na uréenie dalsich hodnot dnes este nestacia pocitace.
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