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6. VSeobecné metody na pocditanie sium

Teraz si na jednoduchom priklade precvi¢ime z réznych stran poznatky, ktoré sme sa
naucili. Na niekolkych nasledujucich strandch sa pokusime najst explicitné vyjadrenie
pre sucet Stvorcov prvych n celych ¢isel, ktory oznac¢ime [,,:

(6.1) O, = Z k2, pren >0
0<k<n

Ukéazeme, Ze existuje aspon sedem roznych spdsobov, ako riesif tento problém a postup-
ne sa budeme ucit uzito¢né stratégie na ,itocenie proti suctom* vo vSeobecnosti.
Najprv, ako oby¢ajne, si v§imnime rieSenia pre niekolko malych pripadov:

n 012 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
n? 01 4 9 16 25 36 49 64 81 100 121 144
Uy, 0 1 5 14 30 55 91 140 204 285 385 506 605

Z uvedenych prikladov nie je bezprostredne jasné, ako vyzerd explicitny vztah.
Avsak, ak ho najdeme, mozeme ho podla tychto hodnot skontrolovat.

Metéda 0: Najdi to v tabulkach

Uloha néjdenia stétu prvych n Stvorcov uz pravepodobne bola vyrieSena, takze naj-
prijemnejSie je najst rieSenie vo vreckovej prirucke. Istotne ndm dobre posluzi CRC
Standard Mathematical Tables, ktora na strane 36 uvadza rieSenie nasej tlohy:

nn+1)(2n+1)

(6.2) 0, = 6 , pre n >0

Na presvedéenie, ze sme sa nepomylili, skontrolujeme tento vztah pre O = 5-6-11/6 =
55. Okrem iného, strana 72 v tychto tabulkich poskytuje dalsie informécie o suctoch
tretich, stvrtych, ... az destiatych mocnin.

Je dobré si osvojit zakladné zdroje informécii, lebo mozu byt velmi uzitoéné a
napomocné. Ale Metoda 0 nie je celkom konzistentna s nasim duchom, lebo chceme
vediet, ako mozeme prist na rieSenie sami. Tato vyhladdvacia metdda je ohranicend
na problémy, o ktorych sa ini Tudia rozhodli, Ze st fazko riesitelné. Iné problémy tam
nemusia byt. Pozrite encyklopédiu celo¢iselnych postupnosti:
http://www.research.att.com/fijas/sequences.

Metoda 1: Navrhni rieSenie a dokaz ho indukciou.

Snad nam maly vtacik povie rieSenie problému, alebo prideme na explicitny vztah

nejakou menej presnou myslienkou. Potom musime dokézat, Ze rieSenie je spravne.
Napriklad, mozeme si povsimnut, Ze hodnoty [J,, maji méalo prvociselnych delitelov

... Taktiez moézeme mat podozrenie na ekvivalenti formulu

n(n + %)(n+ 1)

(6.3) 0, = 3 , pre n >0
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ktoréa je krajsia a lahsie zapaméitatelna.
Tak sa na to pozrime! Vieme, ze Oy = 0 = 0(0+ 3)(0+1)/3, takZe zaklad indukcie
je Tahky. Predpokladajme, ze n > 0 a (6.3) plati, ked n nahradime n — 1. Nakolko

Dn - Dn—l + n27

dostavame

1
30, =(n-1) (n—ﬁ)n—i—i’)nz

3 1
= (n3 — 5712 + 5”) + 3n?

3 1
= (n3 + §n2 + §n>

:n(n-i—%) (n+1).

Preto vztah (6.3) skutoéne plati pre vSetky n > 0.

Indukcia méa svdj vyznam, ale je akosi viac obranna metoda, ako progresivna me-
téda hladania rieSenia, Ale toto eSte nie je to, ¢o sme v skutoc¢nosti hladali. VSetky
ostatné sucty, ktoré sme doteraz v tejto kapitole vypocitali, boli ziskané bez indukcie.

.....

Mali by sme byt schopni séitovat st¢ty aj v menej tvorivych drioch.

Metdda 2: Perturbacia suctu

Vrafme sa k metéde perturbécie, ktora tak dobre fungovala pre geometricky rad. Vyj-
meme prvy a posledny ¢len z [, 1 a dostaneme rovnost pre [J,,.

On+(n+1)°= > (k+1)°= > (K +2k+1)

0<k<n 0<k<n
ST D SR Ol
0<k<n 0<k<n 0<k<n
=0,+2 > k+(n+1).

0<k<n

Hop-la! Cleny [J,, sa navzajom vyrusia. Niekedy, napriek nasemu velkému nad$eniu,
perturba¢nd metéda dava vztah typu O, = 0O,,.
Na druhej strane, odvodenie nie je tplne zbyto¢né, poradi nam, ako séitat sucet
prvych n celych ¢isel a aky je explicitny vztah pre tento sucet:
2 ) k=(n+1)°-(n+1),
0<k<n
aj ked sme dufali, Ze objavime stcet Stvorcov prvych n celych ¢éisel. Mozno, ak by sme

zacali so suc¢tom tretich mocnin celych éisel, ktory mozeme oznacit B, dostali by sme
vyraz pre sucet stvorcov celych c¢isel? Skiisme to.

W, +(n+1)°= Y (k+1)°= > (k*+3k>+3k+1)
0<k<n 0<k<n

(n+1)n

=W, +30,+3 +(n+1).
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Cleny M, sa vykratia a dostavame vzfah pre [J,, bez spoliehania sa na matematicki
indukciu:

n

2

= (D07 420+ 1= o0 1) = (4 D+ Dn.

30, =(m+1)*=3(n+1) (n+1)

Metoda 3: Zamena suctu integralom.

Ludia, ktorym je miesto diskrétnej matematiky blizsia matematickd analyza, su blizsie
J miesto )", takze prirodzene hladaji moznost ako nahradit ) za [. Ukdzeme si, ze
to nie je az taky zly napad. Je vhodné vysvetlit vztah medzi " a [, nakolko séitovanie
a integrovanie su zaloZené na velmi podobnych myslienkach.

V matematickej analyze integral znazornujeme ako plochu pod krivkou. Tuto plo-
chu moézeme aproximovat pokrytim dlhymi a tenkymi obdIZnikmi, ktoré sa dotykaju
krivky. Nakolko [J,, je stucéet pléch obdlznikov, ktorych rozmery sa 1 x 1, 1 x 4, ...,
1 x n?, priblizne sa rovna ploche pod krivkou f(r) = 22 medzi 0 a n.

Plocha pod krivkou je fon x%dx = n?/3, preto vieme, Ze [J,, je pribliZne rovné %n?’.

Jeden sposob, ako pouzit tento vztah je ur¢it chybu E,, = O,, — %ng v aproximaécii
suétu integralom. Nakolko [0, spliiuje rekurentny vztah [0, = O,_; + n?, zistime, Ze
E,, spliiuje jednoduchsi rekurentny vztah

By =Un — 5“3 =01 +n” — §n3 :En—1+§(n—1)3+n2— §n3

1
:En—1+n_§-

Iny sposob sledovania integralneho pristupu je najst formulu F, s¢itovanim ploch.
n n k
Oy —/ 22 do = 3 (K —/ 2 da)
0 el k—1

(Toto je pre Iudi, ktori st zasviiteni do matematickej analyzy!!!)

R kS —(k—1)%\ 1
e SR (=)
Uz vieme vyjadrit F,, a potom aj [J,,.

Metéda 4: Prevod sumy na rekurenciu (moZno i vS§eobecnejsiu)

Mierne zovSeobecneny rekurentny vztah, ktory sme Studovali predtym, taktiez postaci
na séitanie ¢lenov typu n?. RieSenie rekurentnej rovnice

RO = qQ,
(6.4) R, = Ry,_1+ B3+ n + on?, pre n > 0
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bude vseobecného tvaru
(6.5) R, = A(n)a+ B(n)B + C(n)y + D(n)d;

a uz sme urc¢ili A(n), B(n) a C(n), pretoze (6.5) je rovnaky ako vzfah predtym, ked
d = 0. Ak teraz polozime R,, = n3, zistime, Ze n3 je riesenim pre a =0, 3 =1, v = —3,
0 = 3. Preto vztah

3D(n) — 3C(n) + B(n) = n

uréuje D(n).

Zaujimali sme sa o stucet [J,,, ktory sa rovna [,,_; + n?, preto sme dostali (J,, =
R, ked sme polozili « = 8 = v = 0 a d = 1 vo vztahu (6.5). Odtial OJ,, = D(n).
Nepotrebujeme algebraické tpravy na vypocet D(n) z B(n) a C(n), pretoze uz vieme,
aky bude vysledok. Ale pochybovaci medzi nami by sa mali uistit ipravou

(n+1)n

3D(n) =n®+3C(n) — B(n) =n>+3 5 —nzn(n%—%)(n%—l).

Metdda 5: Rozvijaj, upravuj a uvidis.
Iny sposob urcenia explicitného vyrazu pre [J,, je nahradenie pévodného sti¢tu zdanlivo
komplikovanej$im dvojitym suc¢tom, ktory v skutocénosti moze byt zjednoduSeny

On= Y kK= Y 'k

1<k<n 1<j<k<n
=D Dk
1<j<n j<k<n

:% S (nn+1)+j— )

1<j<n

Posledny krok je podobny perturbacnej metdde, pretoze dostavame rovnicu s neznamou
veli¢inou na oboch stranach.

1, 1 1
— = )+ = 1) - =0,
5" (n+ )~|—4n(n+) 5

1 1 1

Prechod od jednoduchého suc¢tu k viacnasobnému sa moze zdat na zacdiatku ako
krok spit, ale v skutocnosti je to pokrok pretoZze dostavame sucty, s ktorymi sa Tahsie
pracuje. Nemozeme ocakavat, Ze pri rieSeni kazdého problému budeme neustéle zjed-
nodusovat a zjednodusovat: nedosiahneme najvyssi vrchol len lezenim hore!

Metdda 6: PouzZi koneény kalkulus.

Metoda 7: Pouzi vytvarajice funkcie.
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7. Konec¢ny a nekonec¢ny kalkulus

Naucili sme sa narabat so stu¢tami mnohymi spésobmi. Teraz je nacase ziskat Sirsi
pohlad pozerajic sa na problém sumadcie z vy$sej irovne. Matematici objavili , kone¢ny
kalkulus“ ako analégiu nekoneénému kalkulu, pomocou ktorého je mozné pristupovat
k sc¢itovaniu systematicky.

Nekonecny kalkulus sa zaklada na pojme operatora derivacie D, ktory je definovany

D) = im TE TR 1@

Konecény kalkulus sa zaklada na pojme operatora diferencie A, ktory je definovany

(7.1) Af(z) = f(z+1) = f(=).

Toto je konecna varianta derivacie, v ktorej sme sa ohranicili na kladné celociselné
hodnoty h. Preto, h = 1 je najblizsie kladné celé ¢islo k 0 v zmysle ,limity“ ked h — 0
a Af(z) je hodnotou vyrazu Af(z) = (f(z + h) — f(z))/h pre h = 1.

Symboly D a A sa nazyvaju operatory, pretoze zobrazuju funkcie do funkcii. Sa to
vlastne funkcie funkcii, ktorych vysledky sa funkcie. Ak f je dostatoc¢ne hladka funkcia
z realnych ¢isel do redlnych cisel, potom D f je tiez funkcia z redlnych ¢isel do realnych
¢isel. Ak f je lubovolna realna funkcia, je iou aj Af. Hodnoty funkcii Df a Af v bode
x su definované vyssie.

Kedysi sme sa v analyze ucili, ako operator D pracuje na mocninnych funkciach
f(x) = 2™. V takychto pripadoch Df(x) = ma™~!. Toto mdzeme neforméalne zapisaft
tym, ze f vynechame

D(z™) = mz™ !,

Bolo by pekné, keby operator A daval rovnako pekné vysledky. Pravdaze, ¢o ¢ert nech-
cel, nie je to tak. Pozrime sa na priklad

A@@®) = (z+1)° — 2% =322 + 32 + 1.

Ale existuje typ ,,m-tej mocniny“, ktora sa operatorom A transformuje krajsie a
to je to, ¢o robi kone¢ny kalkulus zaujimavym. Tato nova m-ta4 mocnina je definovana
nasledujtcim pravidlom

m

A\
7 ™

(7.2) Pt =z(xr—1)...(z —m+1), pre m > 0.

Vsimnime si, ze maly podc¢iarovnik pod m, ktory znamend, ze nasobime m c¢lenov,
ktoré sa postupne zmensuju. Existuje tiez zodpovedajice oznacenie pre sucin ¢lenov,
ktoré rastu:

(7.3) xm:;c(x+1)...(x+m—15, pre m > 0.
Ak m = 0, definujeme 22 = 20 = 1, pretoze prazdny sacin sa obycajne definuje 1

(rovnako ako sa prazdny sucet definuje 0).
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Veli¢ina ™ sa nazyva ,r na klesajice m“ a podobne ™ ¢itame ,z na rastice
m*. Tieto funkcie sa nazyvaju klesajica a rastica faktorialovda mocnina, pretoze maju
blizky vztah k funkcii faktorial n! = n(n —1)...1. V skuto¢nosti n! = n® = 17,

V matematickej literattire sa objavuju niektoré iné oznacenia pre faktoridlové moc-
niny, napriklad , Pochhammerov symbol“ (x),, pre ™, alebo 2™; resp. oznacenie x(")
a T(m) pre ™. Ale oznacenie s podc¢iarovnikom a nadc¢iarovnikom je vystizné, lebo sa
lahko zapisuje, pamiita a neobsahuje zbytocéné zatvorky.

Klesajice mocnina ™ je zvlast pekna z pohladu A. Plati, Ze

Alz™) = ((z + 1)=) — 2=
=(@+Dzx...(c—m+2)—z...(r—m+2)(x —m+1)
=mz(z—1)...(x —m+2),

a preto koneény kalkulus m4 Sikovny zékon podobny zékonu D(z™) = ma™

(7.4) A(z™) = mam=L,

Toto je zédkladny poznatok.
Operéator D v nekoneénom kalkule mé inverzny oprator, ,anti-derivaény* (resp.
integra¢ny operdtor [). Zakladnd teoréma matematickej analyzy dava do vztahu D a

[

g(x) = Df(x) prave vtedy, ked /g(x) de = f(z)+ C.

V tomto vztahu [ g(z)dz oznacuje neur¢ity integral funkcie g(x), ¢o je trieda funkei,
ktorych derivicia je g(z). Analogicky aj A ma inverzny operator, ,anti-diferenény*
(alebo sumacny) operator » . Plati tu dalsia zakladna teoréma:

(7.5) g(x) = Af(x) prave vtedy, ked Zg(w)&n = f(z) + C(z).

Tu vyraz > g(x)dxr nazyvame neurcitym suctom a oznacuje triedu funkcii, ktorych
diferencia je g(x). (Poznamenajme, ze malé § zodpoveda velkému A tak, ako d zodpo-
veda D). Konstanta C' pre neurcité integraly oznacuje lubovolna konstantu; vyraz C pre
neurc¢ité sucty je lubovolna funkcia p(x), pre ktort plati, Ze p(z + 1) = p(z). Napriklad,
C moze byt periodickd funkcia a + bsin27x; takéto funkcie predstavuju ,konstanty“
pri diferencovani, prave tak, ako konstanty pri derivovani. V celoc¢iselnych hodnotéach x
je funkcia C' konstantou.

Teraz sme dostatocne pripraveny na tder. Nekonecny kalkulus méa tiez urcité in-
tegraly: ak g(z) = Df(z), potom

(7.6) S ()b = £(x)
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Tato formula ddva zmysel zapisu ZZ g(z)dx prave tak, ako predchadzajiuca déva vy-
znam zapisu f; g(x)dx

Ale, ¢o v skutocnosti znamena ZZ g(z)dx? Tento zapis sme definovali na zakla-
de analdgie a nie nevyhnutnosti a potreby. Chceme, aby sa analdgia zachovala aj v
budicnosti. Preto si lahko méZeme spomentt na pravidla kone¢ného kalkulu. Ale z&-
pis bude nepouzitelny, ak by sme nerozumeli jeho vyznamu. Pokisme sa vydeduko-
vat jeho vyznam sledovanim niektorych $pecidlnych pripadov. Nech g(z) = Af(z) =

fl@+1) = fz).
Ak b = a, plati

Dalej, ak b = a + 1, vysledok je

S g(@) bx = fla+1) ~ f(a) = g(a).

.....

b

ZZ“g(w)éw—Za (Fbo+1) - F(a) — () - ()
— b+ 1) — £b) = g(0).

Tieto vyskumy spolu s matematickou indukciou nam dovoluju dedukovat presny vy-
znam zapisu ZZ g(z)dx vo vSeobecnosti, ked a a b su celé ¢isla také, ze b > a:

b—1
b
(7.7) Z g(x)ox = Zg(k:) = Z g(k), pre celé ¢isla b > a.
k=a a<k<b

Inymi slovami, urcité sucty st rovnaké ako obycajné sucty s ohrani¢eniami okrem hod-
noty sumacného clena v hornej hranici.

Pokuisme sa rekapitulovat trochu inym sposobom. Predpokladajme, Ze mame najst
explicitny vyraz pre nezndmy sucet, a predpokladajme, Ze ho mozeme zapisat v tvare
Yoa<nes 9(k) = ZZ g(z)dx. Tedria kone¢ného kalkulu ndm hovori, Ze rieSenie mozeme
vyjadrit ako f(b) — f(a), ak vieme najst funkciu f, ktord je neuréitym stctom, resp.
anti-diferenciou funkcie g. Podla definicie g(x) = f(x + 1) — f(z). Jednym spdsobom,
ako porozumief tomuto principu je vypisat si ¢leny

S (flk+1) = f(k) = (fla+1) = f(a)) + (fla+2) = fla+ 1)) +...

a<k<b

+ (f(b—1) = f(b—=1)) + (f(b) — f(b—1)).

Vsetky ¢leny na pravej strane sa vyrusia, okrem f(b) — f(a); takze hodnota siuctu je
f(b)—f(a). (Sacty tvaru Y, ., (f(k+1)— f(k)) st Casto nazyvané teleskopické podla
analégie so zlozenym teleskopom, pretoze hrubka zlozeného teleskopu je urcené len
vonkajSim polomerom najvonkajsieho tubusu a vnatorného polomeru najvnitornejsieho
tubusu).
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Ale pravidlo (7.7) moZno pouzit, len ak b > a; ale ¢o ak b < a ? Podla vztahu (7.6)

b

> g(@)oz = f(b) - f(a)
(7.8) = —(f(@) = f() = =Y g(x)dw.

Toto je analdgia korespondujiica rovniciam pre konecny integral. Podobny argument
dokazuje ZZ + >0 = Yo, pre vSetky celé ¢isla a,b a ¢, Co je sumacna analdgia s¢itovania
integralov.

Teraz sa niektori z nas za¢inaju obavat, ¢o ndm vsetky tieto paralely a analdgie dali.
Dobre, urcité sucty nam poskytuji jednoduchii cestu na vypocet klesajucich mocnin:
zo zékladnych zdkonov (7.4), (7.6) a (7.7) odvodime vSeobecny zakon

n nm+1

= 1 pre celé m,n > 0.
0o m

km+1

(7.9) > km= —

0<k<n

Tato formula je lahko zapamiitatelnd, pretoze je velmi podobnd formuli
/ 2™ dr = n™/(m +1).
0

Specialne, ked m = 1, dostavame ki = k. Principy koneéného kalkulu ndm déavaji
jednoduchii moznost na zapamitanie faktu, ze

Zszzﬂzﬁ
2 2
0<k<n

Novy sposob, ako mozeme séitovat obycajné mocniny, sa zaklad4 na tom, Ze najprv
vyjadrime mocninu pomocou klesajticich mocnin. Napriklad

k* = k2 + kL
odkial
3 2
o n> n= 1 3y 1 1
Z k —§+7—§n(n—1)(n—2+§>—§n<n—§ (n—1).
0<k<n

Nahradenim n vyrazom n + 1 ndm da este jeden sposob ako vypocitat hodnotu naseho
starého zndmeho priatela 0, = >, ,, k¥* v explicitnom tvare.

Jeej, to bolo nadherne Tahké. Jednoduché vypocty nam ukazu, Ze
k2 = k% 4 3k% + k-

Preto
4 k2 b

k2
= k34— | .
2. P TR,
a<k<bd
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Klesajice mocniny st velmi pekné pre suc¢ty. Ale maju nejaké iné oslobodzujtce
rysy? Musime konvertovat nase staré priatelské klasické mocniny na klesajice mocniny
pred s¢itovanim, ale musime ich konvertovat spit skor nez chceme urobif hocico iné?
Casto je mozné pracovaf priamo s faktoridlovymi mocninami, pretoze maji dodatocné
vlastnosti. Napriklad, prave ako (z + y)? = 22 + 22y + y? z toho vyplyva (z + y)2 =
22 + 221yl + 2 a podobnd analdgia plati medzi (z + y)™ a (z + y)™.

Doposial sme uvazovali len mocniny s klesajicim exponentom, ktoré maju neza-
porné exponenty. Na rozsirenie analdgii s klasickymi mocninami na zaporné exponenty,
potrebujeme mat vhodnu definiciu 2™ pre m < 0. VSimnime si postupnost

23 =x(x —1)(z — 2),

xgzl,

a vidime, Ze aby sme z vyrazu 22 dostali vyraz 2 a z neho vyraz z1 a z neho 22 delime
vyrazy postupne vyrazmi x — 2, x — 1 a z. Zda sa rozumné (ak nie nutné), aby sme v

nasledujicom kroku delili vjrazom z + 1 na transforméciu od vyrazu z2 k vyrazu z=2,

a preto z—1 = (Iil). Prvych par mocnin s klesajicimi exponentami méa tvar
R
z+1
222 = 1
(x+1)(z+2)’
_3 1

(x+1)(z+2)(x+3)’
a vo vSeobecnosti definujeme mocninu s klesajicim exponentom pre zaporny exponent

o 1
(7.10) x__(x—i—l)(:c—f—Z)...(a:—l—m)’ pre m > 0.

(Je tiez mozné definovat mocninu s klesajicim exponentom pre realne alebo dokonca
aj pre komplexné m, ale to robit nebudeme.) Takto definované mocniny s klesajuci-
mi exponentami maju pekné vlastnosti. Snad najdoleZitejsie je vSeobecny zakon pre
exponenty, analogicky k zakonu

pre klasické mocniny. Verzia pre mocniny s klesajicimi exponentami je
(7.11) P = ™ (x — m)2, pre celé ¢isla m a n.
Napriklad 2213 = 22(z — 2)3, a pre zaporné n dostavame

2-3 _ 2 -3 _ 1 R
x——:c—~(a:—2)——a:(a:—1)(x_1)x(w+l)—w+1—x—
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Ak by sme sa rozhodli definovat 2=L ako 1/ namiesto 1/(x + 1), zdkon pre exponenty
(7.11) by zlyhal v pripadoch typu m = —1 a n = 1. V skuto¢nosti sme mohli pouzit
vztah (7.11) a polozit m = —n, aby sme zistili ako maji byt mocniny s klesajicim
exponentom definované v pripade zdpornych exponentov. Ked existujice oznacenie je
rozsiritelné na pokrytie viacerych pripadov, je vidy najlepsie formulovat definiciu tak,
aby vSeobecné zakony nadalej platili.

Teraz sa ubezpecme, ze rozhodujtica vlastnost diferencie plati aj pre nami novo
definované mocniny s klesajicim exponentom. Plati tiez, ze Az™ = ma™=L ked m < 0?
Ak napriklad m = —2, diferencia je

A2 1 1
T T @tr2@+3) @+D@+2)
(@41 = (z+3)
(2 + 1) (z+2)(z+3)

= 2273

Fajn—funguje to! Podobne aj pre vsetky m < 0.
Ukazali sme, Ze sumacna vlastnost (7.9) plati aj pre zaporné mocniny s klesajacimi
exponentami rovnako ako pre kladné exponenty, kym sa neobjavi ziadne delenie nulou:

b m+1
Z T dr = T
a m+1

Ale ¢o v pripade, ked m = —17.
Pripomenme si, Ze v integralnom pocte pouzivame

b
/ x ldr=Inx

ked je m = —1. Radi by sme dostali analégiu funkcie Inz. Inymi slovami hladame
funkciu f(z) taka, ze

b

pre celé m # —1.

a

b

a

s s = Af@) = f 1) - ()
Nie je tazké vidiet, ze
f()_l‘l‘l*‘ +l
VT1T z

je vhodné funkcia, ktord splia horeuvedent podmienku. Ked z je celociselné, tato
veli¢ina sa nazyva harmonické ¢islo H,. Preto H, je diskrétna analdgia spojitej funkcie
In z. Nie je bez zaujimavosti, ze pre celociselné hodnoty x, hodnota H, —In z je priblizne
0.577+1/(2x) pre velké x. Preto H, a lnz nie su len analogické funkcie, ale ich hodnoty
sa vzdy odliSuju menej ako 1.)

Teraz uvedieme uplni definiciu st¢tu s mocninami s klesajiicimi exponentami:

m—+41 b )
(7.12) Zb Sy — =1 la» Prem # —1;
¢ H, |ga pre m = —1.
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Tato formula naznacuje, preco sa harmonické ¢isla vyskytuja v rieSeniach diskrétnych
uloh, napriklad pri analyze triedenia quick-sortu. Rovnako ako tzv. prirodzené logaritmy
vznikaju prirodzene v rieseniach spojitych tuloh.

Dobre, nasli sme analdégiu k funkcii Inz. Podme sa pozriet, ¢i existuje aj funkcia
e®. Aka funkcia f(x) ma vlastnost Af(z) = f(z), ¢o zodpoveda identite De® = e*? To
je Tahké:

fa+1)—f@)=fa) <« flo+1)=2f();

Budeme sa zaoberat jednoduchym rekurentym vztahom, pricom funkciu f(x) = 27
budeme povazovat za diskrétnu exponencidlnu funkciu.
Diferencia funkcie ¢* je pre Iubovolné ¢ jednoduché, konkrétne

A(c®) ="t — " = (e — 1)c".

Preto anti-diferencia funkcie ¢* je funkcia ¢” /(¢ — 1), ak ¢ # 1. Tento poznatok spolu
so zakladnymi zakonmi (7.6) a (7.7) ndm déavaju peknt moznost, ako inak porozumiet
vSeobecnej formule pre siicet geometrického radu:

T b Cb__ca

b c
k __ x _ —
g C—Eac 530—6_1 =1 pre ¢ # 1.

a<k<b

Vzdy, ked sa stretneme s funkciou f, ktord by mohla byt ako explicitny vyraz,
vieme vypocitat jej diferenciu Af = g; potom mame funkciu g, ktorej neurcity sacet
> g(z)dx je znamy.

f=2.9 Af=g f=29 Af=g
%=1 0 27 2%

rl=ux 1 c® (c—1)c"
2=z(x—-1) 2z c/le—=1)

x mam =L cf cAf
g2/ (m 4+ 1) 2™ f+yg Af+Ag

H, =L =1/(z+1) fg fAg+ EgAf

Napriek vsSetkym paraleldm medzi spojitou a diskrétnou matematikou, niektoré
pojmy zo spojitej matematiky nemaji obdobu v diskrétnej matematike. Napriklad,
pravidlo derivacie zlozenej funkcie v infinitezimalnom pocte, ktoré popisuje, ako ziskat
derivaciu funkcie zavisiacej na nejakej funkcii. V kone¢nom kalkule niet ziadnej obdo-
by tohoto zakona, pretoze tu neexistuje ziadny pekny vyraz typu Af(g(z)). Zamena
premennej v diskrétnom kalkule je zlozitejsia, snad okrem pripadu substiticie vyrazu
c £ x za premennu .

Avsak, A(f(x)g(x)) md celkom pekny tvar, a umoziiuje nam sumdciu po castiach,
ako kone¢nu variantu toho, ¢o v infinitezimalnom pocte nazyvame integrovanie po c¢as-
tiach (per-partes). Pripomenme si ti formulu

D(uv) = uDv 4+ vDu



22. oktobra 2003 — 2. oprava Vseobecné metody na pocitanie sum 7-12

infinitezimalneho poctu, na zaklade ktorej funguje pravidlo integrovania po castiach

/uDv:uv—/vDu.

Niec¢o podobné modzeme urobit v kone¢nom kalkule.
Zacénime pouzitime opratora diferencie na sucin dvoch funkcii u(z) a v(x):

A(u(z)v()) = u(z + Lv(z + 1) — u(a)v(
=u(r+ v(z +1) —u(z)v(z + 1)
u(@)o(z +1) —u(z)v(z

(x)Av(x) + v(x 4+ 1)Au(x).

u
u

+

(7.13) —

2

Tuto formulu moézeme prepisat do tradi¢ného tvaru pouzitim operdtora posunu E, ktory
je definovany nasledovne

Ef(z) = f(x +1).

Nahradenim miesto v(x + 1) dostdvame kompaktny tvar pravidla pre diferenciu stéinu:
(7.14) A(uv) = ulAv + EvAu.

(Operétor E je vlastne len takd nuansa, ktord vSak robi rovnicu korektnou.)
Ak uvazujeme neurcité sucty na oboch stranach rovnice a preusporiadame ¢leny,
dostaneme reklamované pravidlo pre s¢itovanie po castiach:

(7.15) Z uAv = uv — Z EvAu

Podobne, ako v inifinitezimalnom kalkule, ku vSetkym trom élenom mozeme pripisaft
hranice, ¢im sa stand neurcité stucty urcitymi.

Toto pravidlo je uzito¢né, ak sucet na lavej strane je tazsie vypocitatelny ako na
pravej strane. Pozrime sa na priklad. Funkcia [ ze® dz je typickd funkcia vhodnd na
integrovanie po ¢astiach; jej diskrétny variant je > 227 dz, s ktorym sme sa v minulosti
stretli v tvare > ,_, k2. Na s¢itanie po castiach, polozime u(z) = z a Av(z) = 27,
lebo Au(z) =1, v(x) = 2% a Ev(z) = 2. Dosadenim do rovnosti (7.15) dostdvame

Z 2% dx = 2% — Z 28l g = 2% — 2=t 4 O,
Po dosadeni hranic dostavame

” k2F = n xz2%0x
PBLAED N
k=0

_ xzx o 2:C+l ‘g—i—l
= ((n+1)2"*t —2"2) —(0-2° —2") = (n — 1)2"*! 4 2.

Je Tahsie najst tento stcet touto metédou ako metéddou perturbécie, lebo nemusime
rozmyslat.
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Priklad. Demos$trujme tito metédu na stcte, ktory vyzera este tazsie,

Z0§k<n kH.

RieSenie nie je zlozité, ak sa nechdme viest analdgiou s integralom [ zInxzdz. Nech
uw(z) = H, a Av(z) = z = 21, a madme Au(z) = 2=1, v(z) = 22/2, Ev(z) = (z + 1)2/2
a plati, ze

a2 (z+1)2
Zwa&c = EH@« — Z Tm—ém
r2 1 1
x2 x2
= —H,— —+C.
2 4 +

(V prvkom riadku sme pouzitim zdkona o exponentoch (7.11) zlucili dve mocniny s
klesajticimi expomentami (z 4 1)22=L.) Teraz moézeme dopisat hranice a dostavame, Ze

3 ka:ZZmeé.r - ?(Hn—@

0<k<n
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