15. oktobra 2003 Sucty — dvod 4-1
5. Sacty — tvod

Sacty st v matematike vsade, preto potrebujeme zakladné nastroje na manipulaciu
s nimi. V tejto kapitole objasnime sposoby zapisu a vseobecné metddy, ktoré nam
sprijemnia narabanie so suc¢tami.

Oznacenie a zapis

V kapitole 1 sme sa stretli so sa¢tom prvych n celych ¢isel, ktory sme zapisali 1 + 2 +
3+...+(n—1)+n. Symboly ,...“ ndm naznacuji, ako doplnit v stcéte chybajice ¢leny
podTa okolitych ¢lenov. Samozrejme, musime davat pozor na stacéty tvaru 14+7+...+41.7,
ktoré bez okolitého kontextu nedavaji zmysel. Na druhej strane, uvadzanie ¢lenov 3 a
(n—1) je trochu zbyto¢né, nakolko predpis pre ¢leny by bol dostatoéne zrozumitelny, aj
keby sme napisali len 1+ 2+ ...+ n. Niekedy mozeme byt tak nedosledny, Ze napiSeme
len 14+ ...+ n.
Budeme pracovat so sti¢tami vSeobecného tvaru

(5.1) a1 +as + ...+ ay,

kde kazdy clen ai je nejako definované ¢islo. Tento zapis ma ti1 vyhodu, ze vidime cely
sucet takmer, ako by sme ho mali cely vypisany na papieri (samozrejme pri dostatku
predstavivosti).

Kazdy vyraz aj v stcte nazyvame élen. Cleny suétu su obycajne implicitne $pe-
cifikované vyrazmi, ¢o umoziuje lahsie pochopit predpis na ich tvorbu. V takychto
pripadoch vSak musime stcéet zapisat v dostatocne rozsirenom tvare, aby vyznam c¢le-
nov bol dostato¢ne zrejmy. Napriklad

14+24... 420D

(n—1)

zrejme oznacuje sucet n ¢lenov (a nie 2 élenov), o mdZeme priamociarejsie zapisat
9
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Zapis s troma bodkami mé mnohoraké pouzitie, ale moéze byt rozvlaény a dvoj-
zmyselny. Pontkaju sa dal$ie moznosti, najméi stcet s hranicami tvaru

(5.2) > ax,
k=1

ktory sa nazyva Sigma zapis, lebo pouziva grécke pismeno »  (velkd sigma). Tento
zapis nam hovori, ze sicet zahina presne tie ¢leny aj, ktorych index k je celé ¢islo
medzi dolnou a hornou hranicou stactu 1 a n vratane. Hovorime, ze ,s¢itujeme cez k od
1 po n“. Prvykréat pouzil ) zapis v roku 1820 Joseph Fourier a ten zakratko zachvatil
cely matematicky svet.

Mimochodom, veli¢ina nasledujtca za > (teraz ay) sa nazyva séitanec.

Hovorime, Ze indexovd premennd k je zviazand so znakom )» , lebo premennd k
vo vyrazoch aj nesavisi s premennou k£ mimo »  zapisu. Pismeno k v zdpise suctu
mozeme nahradit ubovolnym inym pismenom bez zmeny vyznamu vyrazu. Casto sa
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ako meno indexovej premennej pouziva pismeno ¢ (snad preto, Ze znamend ,index“). My,
vo vSeobecnosti, budeme scitovat podla premennej k, nakolko premenné i je vyhradené
pre v/—1.

Ukazuje sa, ze vSeobecné ) zapisy su pouzitelnejsie ako sucty s hranicami. Vse-
obecny > zapis dostaneme tak, Ze napiSeme jednu alebo viac podmienok pod znak
>~ na vymedzenie mnoziny indexov, cez ktoru s¢itujeme. Napriklad, stéet vo vyrazoch
(5.1) a (5.2) mozeme prepisat

(5.3) >

1<k<n

V tomto konkrétnom priklade nie je vela odlisnosti medzi novym tvarom siétu a tvarom
(5.2), ale vSeobecny zapis ndm umozinuje s¢itovat cez mnozinu indexov, ktord nemusi
byt ohrani¢end na posebeiduce celé ¢isla. Napriklad, sucet Stvorcov vSetkych neparnych
kladnych c¢isel mensich ako 100 zapiSeme nasledovne:

2
>, ¥
1<k<100
k je neparne

¢o je ekvivalentné zapisu
49

> 2k +1)?

k=0
ktory je vSak tazkopadnejsi a menej jasny. Podobne sti¢et prevratenych hodnét vsetkych
prvocisel medzi 1 a N je
1
>

p<n_ P
p je prvocislo

¢o pomocou suctu s hranicami zapiseme

ﬂUV)l

)
=1 Pk

kde py oznacuje k-te prvocislo a (V) je pocet prvocisel < N. (Mimochodom tato suma
je pribliZzne rovna priemernému poc¢tu roznych prvociselnych delitelov ndhodného ¢isla z
okolia N, pretoze priblizne 1/p z tychto ¢isiel je delitelné s p. Hodnota stétu je priblizne
Inln N + M, kde M je konstanta =~ 0.26.)

Najvicsou vyhodou vSeobecného ) zapisu je to, ze sa s nim lahsie manipuluje
ako so stCtami s hranicami. Napriklad, predpokladajme, Ze chceme zmenit indexovi
premennu z k na k + 1. Vo vSeobecnom zapise tito zamenu zapiSeme

g ap = E Q415

1<k<n 1<k+1<n

Tahko vidime, ¢o sa stalo pri zdmene premennej a substitiiciu mézeme vykonat takmer
bez rozmyslania. Ale v tvare suc¢tu s hranicami dostavame

n n—1
E ap = E Ak+1;
k=1 k=0
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to uz tazsie vidiet, ¢o sa stalo a skor spravime chybu.

Na druhej strane, tvar saétu s hranicami nie je celkom nepouzitelny a zbytoc¢ny. Je
pekny, thladny a rychlejsie ho zapiSseme, lebo vyraz (5.2) ma sedem znakov v porovnani
s vyrazom (5.3), ktory ma 8 znakov. Preto ¢asto pri formulacii problému a jeho riesenia
pouzivame ) zapis s hornou a dolnou hranicou, ale pri jeho rieseni — pri manipuléciach
so suctom, pri ktorych transformujeme indexovi premennt — preferujeme pracu so
vSeobecnym ) zapisom s podmienkami dole.

Znak Y budeme pouzivat prili§ ¢asto a tak by sme si mali byt isty, Ze vieme, ¢o
znamend. Formalny zapis pouzivame

(5.4) > ak

P(k)

ako skratku pre sucet vSetkych ¢lenov ay takych, Ze k je celé ¢islo majice vlastnost
P(k). (,Vlastnost* je Iubovolné pravdivé, ¢i nepravdivé tvrdenie o k). Doteraz sme
uvazovali, ze existuje len kone¢ne vela celych &isel spliiajicich P(k) takych, Ze aj # 0;
v opa¢nom pripade by sme séitovali spolu nekonec¢ne vela nenulovych ¢isel a situacia by
bola trochu komplikovanejsia. Opaény krajny pripad je, ak vlastnost P(k) je nepravdiva
pre vsetky celé k. Vtedy dostavame ,prazdny“ sacet, ktorého hodnota je definovana
ako nula.
Casto sa pokusame pisaf

i k(k—1)(n—k) namiesto Z k(k—1)(n—k)
k=2 k=0

pretoze ¢leny pre k = 0,1 a n si v tomto stacte rovné nule. Moze sa zdat efektivnej-
Sie scitovat len n — 2 ¢lenov namiesto n + 1. Takéto snahy moézu byt na prifaz; lebo
efektivnost vypoctu nie je to isté, ako efektivnost porozumenia! Je vyhodné udrziavat
hornt a dolntt hranicu v najjednoduchsom tvare, pretoze narabanie so sic¢tami je tym
jednoduchsie, ¢im jednoduchsie st hranice. Navyse vyraz 22;21 je nebezpecny a zrad-
ny, pretoze nie je jasny jeho vyznam pre n = 0 alebo n = 1. Nulové ¢leny nesposobuju
ziadne skodu, a ¢asto nas chrania pred mnohymi problémami.

Doteraz diskutované oznacenia su1 vcelku standardné. Teraz urobime radikalny od-
klon od tradi¢ne zauzivanych oznaceni. Kenneth Iverson objavil prekrasnu myslienku
v jeho programovacom jazyku APL, ktord (ako uvidime) velmi zjednodusi mnohé veci,
ktoré chceme robit. Myslienka spociva v tom, Ze do zatvoriek uzavrieme pravdivy, ¢i
nepravdivy vyraz a povieme, ze jeho vysledkom je 1, ak je vyraz pravdivy, alebo 0, ak
je vyraz nepravdivy.

Napriklad

1, ak p je prvocislo;

[p je prvocislo] = { o 5
0, ak p nie je prvocislo.

Iversonov spdsob umoziiuje pisat siucéty bez akychkolvek obmedzeni na index, pretoze
vyraz (5.4) mozeme prepisat do tvaru

(5.5) > ax[P(R)].
k
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Ak P(k) je nepravdivé, ¢len ay je rovny nule, takze ho moézeme bez obav zaclenit medzi
séitované ¢leny. Tym sa lahSie pracuje s indexom pri séitovani, pretoze nemusime robit
ziaden rozruch s ohranic¢ujucimi podmienkami.

Musime poznamenat niektoré technické detaily: niekedy a; nie je definované pre
vSetky celé k. Mozeme to obist predpokladajic, Ze [P(k)] je ,velkd nula“, ak P(k)
je nepravdivé; to je takd velkd nula, Ze vyraz aj[P(k)] je rovny nule, aj ked ax je
nedefinované. Napriklad, pouzijuc Iversonov zapis mozeme zapisat sucet prevratenych
hodnét prvocisel < N nasledovne

Z[p je prvocislo][p < N]/p,
P

pricom nevznika Ziaden problém delenia nulou, ak p = 0, lebo podla uvedenej dohody
[0 je prvoéislo ][0 < N|/0 = 0.

Zhrnime, ¢o sme povedali o siuc¢toch. Existuju dva rozumné sposoby ako vyjadrit
stcet ¢lenov: jeden pouziva ,...° a druhy ,> ‘. Zapis pouzivajuci trojbodku je casto
praktickejsi pri manipulaciach (zvI4st pri kombinécii susednych ¢lenov), nakolko v fiom
lahsie objavime trik potrebny na tpravu, ak mame cely sucet pred ocami. Ale vela
detailov je tiez zavadzajucich. Sigma zapis je jednoduchy, pdsobivy a priatelsky a casto
vhodny pre manipuléciu, ¢o nie je také o¢ividné pri zapise s troma bodkami. Ak pracu-
jeme so Sigma zapisom, nulové ¢leny nie st nebezpecné. V skutocnosti, nuly ndm casto
v Sigma operaciach pomahaja.

Stéty a rekurentné vztahy

Tak dobre, teraz uz vieme, ako vyjadrif sucty v prijatelnom zapise. Ale ako ¢lovek
skutoc¢ne postupuje pri hladani hodnoty suc¢tu? Jeden sposob je, vSimnut si, Ze existuje
blizky vztah medzi sictami a rekurentnymi vztahmi. Stcet

n
Sn: E ar
k=0

je ekvivalentny rekurzivnemu vztahu

So = ap;

(5.6) Sn = Sn_1+ an, pre n > 0.

Preto stcet mozeme vypocitat pouzitim metédy, ktorti sme sa naudili na rieSenie
rekurentnych vztahov.

Napriklad, ak a,, je rovné konStante plus nédsobok n, rekurentné vztahy pre stucet
typu (5.6) maju nasledujici tvar:

Ry =«

(5.7) R, = R,_1+ B+ n, pre n > 0.

Pokracujic podobne ako pri rekurenciach zistime, ze Ry = a+ G+, Ro = a+26+ 37,
atd. Vo vSeobecnosti rieSenie mozeme zapisat v tvare

(5.8) Ry = A(n)a+ B(n)B + C(n)y,
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kde A(n), B(n) a C(n) st koeficienty zavislosti na vSeobecnych parametroch «, 3 a 7.
Metéda ,mneurcitych koeficientov® ndm radi skusit dosadit za R,, jednoduché fun-

kcie dufajuc, ze ndjdeme konStantné parametre o, (3 a 7, pre ktoré je riesenie zvI4st

jednoduché. Polozenim R,, = 1 dostavame, ze « =1, =0 a v = 0. Z toho vyplyva

A(n) =1.
Polozenim R,, = n dostavame, ze « =0, =1 a v = 0. Z toho vyplyva
B(n) = n.
Polozenim R,, = n? dostévame, ze « =0, 3 = —1 a v = 2. Z toho vyplyva
2C(n) — B(n) = n?

a dostavame C'(n) = (n? +n)/2.

Preto, ak chceme vypocitat
n

> (a+dk),

k=0
rekurentné vztahy (5.6) sa redukuju na (5.7), pricom o = 8 = a, 7 = b, a rieSenie ma
tvar aA(n) +aB(n) +bC(n) =a(n+ 1) + b(n+ 1)n/2.

Opacne, mnohé rekurentné vztahy mozeme redukovat na sucty, preto sa v tejto
kapitole oboznamime so Specidlnymi metédami na vypocet stictov, ktoré nam pomdzu
riesit rekurentné rovnice, ktoré by sme inak riesili obtiazne. Rekurentné vztahy pre
ulohu Hanojskych vezi su toho prikladom:

To = 0;
T, =21T,_1+1, pre n > 0.

Upravime ich do Specidlneho tvaru podobnému tvaru sumy (5.6) tak, ze vydelime obe
strany 2™:

To

2~

T, Th1 1

2—n=2n71+2—n, pre n > 0.
Teraz polozime S,, = g—:; a dostavame

S() = 0;
S, =8,_1+27", pre n > 0.

Z toho vyplyva vztah

S, = i 27k,
k=1
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(Poznamenajme, Ze sme zo suctu vynechali ¢len pre k = 0). Stcet geometrického radu

2714272 4. 427" = (%)1 + (%)2 + -+ (%)n odvodime v tejto kapitole neskor a

ukazeme, ze je 1 — (%)n Preto T,, = 2"S5,, = 2" — 1.

V tomto odvodeni sme previedli T}, na S,, tym, Ze sme rekurentné vztahy vyde-
lili ¢islom 2™. Tento trik je Specidlny pripad metddy, ktorda moze redukovat skutocne
Tubovolny rekurentny vztah tvaru
(5.9) anT,, = b,T,_1 + Cp,

na sucet. Myslienka spo¢iva na triku vynasobif obe strany sumariza¢nym ¢lenom
Sp:

Snandy = SnbnTh—1 + Sncn.
Tento ¢len je chytré zvolit tak, aby
Snbn = Sp—10n—1-
Potom, ak oznacime S,, = s,a,7T,, dostaneme rekurentny stcet,
S%:: n—1 T SnCn.

Preto

n n
Sp = soaoTo + E spcr = s1b17p + E SkCk,

a rieSenie povodnej rekurentnej rovnice (5.9) je

1 n
(5.10) T, = (811)1T0 + Z skck>.

Snan 1

Napriklad, ked n = 1, dostaneme T} = (s101T0 + s1¢1)/s1a1 = (b1To + ¢1)/as.
Ale ako byt dostato¢ne chytry pri hladani spréavneho s,,? To nie je problém! Vztah
Sn = Sp—1an—1/by, mdZeme rozvinut do zlomku,

Ap—10p—2 ...041

5.11 » = :
(5.11) 5 b b _1.. by

ktory sam alebo nejaky jeho nasobok, je vhodny ako s,,. Napriklad v pripade rekurent-
nych vzfahov pre Hanojské veze st a, = 1 a b, = 2 a vSeobecnd metdda, ktort sme
prave odvodili, hovori, ze s,, = 27" je vhodny nasobok na nasobenie rekurentnej rov-
nice, ak ju chceme redukovat na sucet. Na objavenie tohoto suéinitela nepotrebujeme

Musime byt vSsak opatrni, aby sme sa nedopustili delenia nulou. Popisand metéda
funguje vzdy, ak vsetky koeficienty a a b st nenulové.
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Priklad. Aplikujme tieto myslienky na rieSenie rekurentného vztahu, ktory vzniké
pri skiimani triedenia nazyvaného ,,Quick-sort“; jedného z najrychlejSich vnitornych
metéd na triedenie dat. Priemerny poéet porovnani spliia rekurentny vztah

Co = 0;
2n—1

5.12 Ch=n+1+=23 C,, > 0.

(5.12) n+ +n;k pre n

Hmmm! To vyzeré ovela strasidelnejsie ako rekurentné vztahy, ktoré sme videli doteraz;
vyraz obsahuje sucet vsetkych predchadzajucich hodndt a delenie ¢islom n. Sktsanim
niektorych malych pripadov ziskame niektoré hodnoty (C; = 2,Cy = 5,C5 = 2—36), ale
nezbavime sa naseho strachu.

Postupne redukujeme zlozitost (5.12), najprv odstranime delenie a potom odstra-
nime znak ). Myslienka vynésobit obe strany n nas privedie k vztahu

n—1

nCn:n2+n+2ZC’k, pre n > 0;
k=0
a ak n nahradime vyrazom n — 1, dostaneme
n—2
(n=1)Cpo1=(n—-1°+(n—-1)+2Y Ck,  pren—1>0.
k=0
Teraz od¢itame druhd rovnicu od prvej a znak > sa strati

nC, — (n—1)Cp_1 =2n+ 2C,, _1, pre n > 1,

Z toho vyplyva, Ze tento vztah plati aj pre n = 1 pretoze Cy = 2. Tym sme povodny
rekurentny vztah pre C,, redukovali na ovela jednoduchsi

nCp, = (n+ 1)Cp—1 + 2n, pre n > 0.

To je tspech! Teraz sme v stave, ked mozeme pouzif sumarizacny ¢len, nakolko reku-
rentny vztah ma tvar (5.9) s a,, = n, b, = n+1 a ¢, = 2n. VSeobecnd metéda popisana
predtym nam hovori, aby sme vynéasobili rekurentny vztah nejakym nasobkom vyrazu

Up—10p—2...a1 _ (n—=1)-(n—=2)-...-1 2
bubn_1...bo (n+Dn-...-3  (n+1n’

Sn =

Riesenie podla (5.10) je

1
k=1
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Sucet, ktory sme dostali, je velmi podobny tym, ktoré ¢asto vznikaju v aplikaciach.

Oni vznikaju v skutocnosti tak Casto, Ze pre ne zavedieme Specidlne meno a Specialny
zapis:

Y

| =

1 1 -
5.13 Hy=1+-+4...+- =
(5.13) tg et ];

Pismeno H znamené ,harmonické”; H,, je harmonické ¢islo. Nazyva sa tak preto,
lebo k-ty harmonicky téon huslovej struny so zékladnym tonom je tvoreny strunou, ktora
je 1/k krat dlhsia.

Nase §tudium rekurentného vztahu pre ,,Quick-sort* (5.12) zavisime upravenim C,,
na vysledny tvar. To bude mozné, ak vyjadrime C,, pomocou H,,. Stucet nasej formuly
pre C, je

S
—k+1 1§kgnk-l—l

Zamenou indexovej premennej k na k — 1 a zmenou ohranicujicich podmienok moézeme
tuto formulu dat do vztahu s H,,:

1 1 1 n
= =) - = = H, — )
( k;) 1+n+1 " on+41

,Vyborne“! Dostali sme stéet potrebny na dokonéenie rieSenia vztahu (5.12): Prie-
merny pocet porovnani triedenia algoritmu ,,Quick-sortu“ na utriedenie n ndhodne vy-
branych c¢isel je

(5.14) Cn =2(n+1)H, — 2n.

A ako obvykle; skontrolujeme, ¢i tento vztah plati pre malé n Cy =0, C7 = 2, Cy = 5.
Praca so suc¢tami

KTt¢om k tispechu pri praci so st¢tami je schopnost zmenit jednu ) na ind, ktoré je
blizsie k nejakému cielu. Ak si osvojime niekolko zédkladnych transformac¢nych pravidiel
a precvi¢ime ich pouzitie, pdjde nam to Tahko.

Nech K je nejaka konecné mnozina celych c¢isel. Stucty ¢lenov cez mnozinu indexov
K mozeme transformovat pouzitim troch jednoduchych pravidiel:

e distributivny zakon
E cap = C E ag;
kEK kEK
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e asociativny zakon

Z(ak+bk)zzak+zbk;

kEK kEK kEK
e komutativny zakon
E ap = E ap(k).
keK p(k)eK

Distributivny zédkon ndm dovoluje vsunuf a vynat konstantu zo ). Asociativny
zdkon dovoluje rozdelit sucet na dve cCasti a spajat viacero suc¢tov do jedného. Komu-
tativny zdkon hovori, Ze m6zeme preusporiadat ¢leny v lubovolnom poradi, kde p(k) je
Tubovolna permutacia (Preco sa teda tento zakon nevola permutativny zakon, ale komu-
tativny?) mnoziny vSetkych celych ¢isel. Napriklad, ak K = {—1,0,+1} a p(k) = —k,
tieto tri zakony hovoria, ze

e distributivny zakon

ca_1 + cag + cay = c(a—1 + ag + ay);
e asociativny zakon
(a—1+b_1)+ (ap+bo) + (a1 +b1) = (a—1 +ap + a1) + (b—1 + by + b1);
e komutativny zakon
a_1+ayg+a=a1+ag+a_q.

Délezité je uvedomit si predpoklad, ze funkcia p(k) vo vSeobecnom komutativnom
zakone je permutaciou vSetkych celych ¢isel. Inymi slovami, pre kazdé celé ¢islo n exis-
tuje prave jedno celé ¢islo k také, ze p(k) = n. V opa¢nom pripade komutativny zédkon
nemusi platit. Transformécie typu p(k) = k + ¢ alebo p(k) = ¢ — k, kde ¢ je celo¢iselna
konstanta, si vzdy permutaciami, preto vzdy funguju.

Priklad. Len pouzitim zédkonov sa da spocitat suma S =), .. (a + bk).

Na priklade uvedieme dolezité pravidlo na kombindciu roznych mnoZin indexov: ak
K a K’ st lubovolné mnoziny celych ¢isel, potom

(5.15) Zak+ Z ap = Z ag + Z ay.

keK keK’ keKNK’ keEKUK’

Nasledujuce vztahy vyplyvaja zo vSeobecnej formule
(5.16) ke K|+[keK]=ke KNK'|+[ke KUK'].

Podobne pouzijeme pravidlo (5.16) na kombinéciu dvoch takmer disjunktnych indexo-
vych mnozin

m n n
Zak+2ak:am+2ak, pre 1 <m < n;
k=1 k=m k=1
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alebo na vynatie jedného ¢lena zo suctu

(5.17) Z ar = ap+ Z ag, pre n > 0.

0<k<n 1<k<n

Tato operacia vynatia jedného ¢lena je zdkladom perturbac¢nej metody, ktora
nam casto pomoze pri vypocte hodnoty sictu v explicitnom tvare. Myslienka spociva
v tom, ze najprv si nezndmy sicet oznacime S,,:

Sn: Z ag.

0<k<n

(pomenuj a zvitaz), a potom dvomi spdsobmi prepiseme S,,11; vynatim najprv prvého,
a potom posledného c¢lena:

Sp+apnt1 = Z ar = ap + Z ar

0<k<n+1 1<k<n+1

= ag + Z k41

1<k+1<n+1

(5.18) =ag + Z Qft1-

0<k<n

Teraz sa poktsme posledny stucet vyjadrit pomocou S,,. Ak sa ndm to podari, ziskame
rovnicu, ktorej rieSenim je hladany sucet.
Ako priklad, pouzijeme tto metédu na najdenie stictu vSeobecnej geometrickej
postupnosti,
S, = Z az”.
0<k<n
Vseobecna perturbac¢néd schéma vo vztahu (5.18) nam radi

Sy +az"™ = az® + 5 azhtt
0<k<n

a sucet na pravej strane je podla distributivneho zédkona rovny > ., -, axktl = zS,.
Preto S,, + az" ! = a + x5,, a hladané riesenie pre S,, ma tvar

n+1

(5.19) Zamk’ = %, pre x # 1.
k=0

(Ahaaé, tiato formulu sme drilovali na strednej skole!!!) (Ked 2 = 1, stiéet sa samozrejme
zjednodusi na a(n+1)). Prava strana pripomina vyraz, ktory vznikne tym, Ze od prvého
¢lena od¢itame posledny ¢len (resp. ¢len nasledujtci za poslednym) a vydelime vyrazom
1 minus kvocient.

Priklad. Toto bolo tiez lahké. Skiisme metédu perturbécie na zlozitejSom priklade

suctu,
Spo= Y k2t

0<k<n
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V tomto pripade plati Sy = 0,57 = 2,5, = 10,53 = 34,5, = 98. Ale ako vyzera
v8eobecny vzfah? Podla vztahu (5.18) dostavame, Ze

S+ (n+ 12" = % (k+1)2"
0<k<n

a chceme vyjadrit pravia stranu su¢tu pomocou S,,. Mézeme ju rozdelit pomocou aso-
ciativneho zédkona na dva sucty,

ORI P
0<k<n 0<k<n

Prvy z uvedenych stacétov je rovny 25,,. Druhy stucet je geometricky rad, ktorého stcet
sa podla vztahu (5.19) rovnd (2 —27%2) /(1 —2) = 272 — 2. Odtial S,, + (n +1)2"*! =
25, + (2 —2772) /(1 — 2), a algebraickymi tipravami dostaneme

> k2P =(n-1)2"t 42,
0<k<n

Teraz uz rozumieme, preco Ss = 34: 34 je teda 32 + 2 a nie 2 - 17.
Podobné odvodenie so zakladom x namiesto 2 ndm d4 rovnicu S, + (n+ 1)z" ™! =
xS, + (z — 2"*?) /(1 — x); z Eoho moZeme odvodit vzfah

n o 1 n+1 n+2
(5.20) Z kot = 2 (n +(1)i :c)2+ ne ) pre x # 1

Je zaujimavé si vSimnut, Ze sme tento explicitny vztah mohli odvodif Gplne inym
sposobom pomocou elementarnych metéd diferencidlneho poc¢tu. Ak uvazujeme rovnicu
1 _ xn+1
Z G
1-z
a zderivujeme obe jej strany vzhladom na x dostaneme

Zn: kak—1 = (1—2z)(=(n+1)a2") +1— 2"t

(1—x)?
_1—(n+1)z" +na"t!
(1—x)? ’

pretoze derivacia suctu je sucet derivacii jej ¢lenov. V dalsich prednaskach si v§imneme
mnoho dal$ich stvislosti medzi matematickou analyzou a diskrétnou matematikou.
Viacnasobné sucty

Cleny v stuéte mozu byt uréené dvomi alebo viacerymi indexami, nie len jednym. Na-
priklad, vyraz

Z ajbk = a1by + a1bs + a1bs
1<j,k<3
+ asby + asbs + asbs
+ a3b1 + a3b2 + G3b3.
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predstavuje dvojity siicet deviatich ¢lenov urcenych dvomi indexami j a k. Pre takéto
sucty pouzijeme rovnaky zapis a metody, ako sme pouzivali pre jednoduché indexy.
Mozme tiez pouzit dva znaky ), a vtedy hovorime o st¢te su¢tov. Napriklad, zapis

Y ajk = a;x[P(, k)]

P(j,k) 3.k

je skratenym zapisom pre

IPICLAIEDS (Z a; kPG, k)]) .
k k

J J

(Viacnasobné >y sa vyhodnocuju zprava dolava (zvnutra von).) ¢o je sucet cez vSetky
celé j z vyrazov ), a; x[P(j, k)], t.j. z ¢lenov a; , cez vietky celé k, pre ktoré je P(j, k)
pravdivé. V takychto pripadoch hovorime, Ze sc¢itujeme najprv podla k a potom podla
j. Viacnasobny stucet viacerych indexov mézeme scitovat v fTubovolnom poradi indexov.

Vdaka tomu dostavame zékladny zékon pre viacnasobné sucty, nazyvany tiez za-
kon zameny poradia scitovania, ktory zovseobectiuje asociativny zdkon uvedeny
skor:

(5.21) 2.2 PR = D ae = 33 aiulP( b))

P(5,k)

Stredny vyraz v tomto zékone je sticet cez dva indexy k a j. Lavy sucet > j >k je stcet
najprv podla k, a potom podla j. Pravy stcet ), Zj je sucet najprv podla j, a potom
podla k. V praxi, ak chceme vypocitat dvojity stucet, ¢asto je Tahsie s¢itovat najprv
podla prvého indexu a potom podla druhého. Poradie indexov si zvolime podla toho,
ktoré je vyhodnejsie.

Zakladné pravidlo (5.21) na zdmenu poradia sumacie mé vela obmien, ktoré vznik-
nud, ked nejakym sposobom ohrani¢ime indexové mnoziny (miesto sumécie cez vSetky
celociselné j a k). Existuju dve moznosti, ako presne formalizovat toto pravidlo: prvy
sposob mé prichut vanilky a druhy tfnistej cesty. Najprv, vanilkova varianta:

(522) Z Z aj . = Z Cijk = Z Zaj,k.

jeJkeK jeJ kEK jeJ
ke K

To sme len inak zapisali vztah (5.21). Tato vanilkova varianta zédkona sa pouziva, ked
obory hodndét pre indexy st navzajom nezavislé.

Vztah pre variant tfnistej cesty je trochu zaludnejsi. Pouziva sa vtedy, ked obor
hodndét pre vnutorny index zavisi na hodnote indexovej premennej vonkajsieho stctu:

(5.23) D g = > D aj

J€J kEK(j) keK' jeJ' (k)
J, K(j), K' a J'(k) st mnoziny spliiajice vztah

j € Jllk € K(j)] = [k € K'][j € J'(k)]
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Podobnad faktorizacia je v principe vzdy mozné, pretoze mozeme polozit J = K’ rovné
mnozine vSetkych celych ¢éisel a K(j) = J'(k) tak, aby vyjadrovalo zdkladna vlastnost
P(j4, k), ktora riadi dvojity sucet. Ale existuju Specidlne pripady, kedy mnoziny J, K (j),
K" a J'(k) majua jednoduchy tvar. Tieto pripady ¢asto vznikaju v aplikdciach. Ako
priklad uvedieme zvlast uzitocénu faktorizaciu:

(5.24) [1<j<n]j<k<n] = 1<j<k<n] = Q<k<n]l<j<Ekl.

Zvycajne jeden z tychto stctov je fahsie vypocitatelny ako druhy. Vztah (5.24) mozeme
pouzit aj na transforméciu tazsieho tvaru na Tahsi.

Sucet suctov nie je dovod pre paniku, ale u zac¢iatoénikov méze vyvolat zmitok.
Urobime preto viaceré priklady. Nas priklad s devitcélennym stéetom poskytuje dobru
ilustraciu pre manipuléciu s dvojitymi suétami, pretoze takyto sticet moze byt naozaj
zjednoduseny a proces zjednodusovania je typicky pre pracu s viacnasobnymi stuc¢tami:

D ajbe=> ajbp[1<j,k<3] = > a1 <j<3|[1<k <3

1<5,k<3 Jk J:k

=3 ) ab[l <j<3|[L< k<3
ik

= a[1<j <3 [l <k <3
j k

J

=> a;[1<; §3](Zbk[1 <k< 3])
F k
= (Z%[l <j< 3]) (Zbk[l <k< 3])

3 3
- ()
j=1 k=1
Prvy riadok oznacuje stucet deviatich clenov bez urceného poradia. Druhy riadok ich
zoskupuje do trojic. Treti riadok vyuziva distributivny zakon na vynatie vsetkych ¢lenov
a, nakolko a; nezavisi na k; tym dostavame a;(b; + bz + b3) + az (b1 + b2 + b3) + as(by +
by + b3). Stvrty riadok je rovnaky ako treti, len obsahuje zbytoény par zatvoriek, takze
piaty riadok nevyzera az tak strasne. V piatom riadku sme vynali élen (by + bs + b3),
ktory sa vyskytuje v kazdom ¢lene pre kazdé j: (a1 + ag + as)(by + by + b3). Posledny
riadok je inak zapisany predposledny riadok. Tito metédu odvodenia mozeme pouzit
pri odvodeni vSeobecného distributivneho zakona,

(5.25) ; ajby, = <;aj) (kEZKbkz),

ktory plati pre Tubovolné mnoziny indexov J a K.

Priklad. Aplikujme tieto myslienky na uzito¢nom priklade. Uvazujme maticu

ajaq a1a2 aias ... a10p,
aoa1 ao2Qa9 as0as e ao2Qy,

asaq asas asas ... asp,

ana; Qapaz apaz ... Ay Qp
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obsahujtcu n? st¢inov a;ax. Nagim cielom je najst jednoduchy vztah pre sucet vietkych

¢lenov nad, alebo pod hlavnou uhloprieckou v tejto matici:

SuT = E a;ag,

1<j<k<n

Nakolko ajay = ara; matica je symetrickd podla hlavnej uhlopriecky, preto aj sucet Sgr
je priblizne rovny polovici zo su¢tu vSetkych prvkov (okrem prvkov hlavnej uhlopriecky).
Podobné tvahy motivuju nasledujtice tupravy, v ktorych sme premenili (j, k) na

(7).
SHT = Z ajak = Z apa; = Z a;a = SDT7
1<j<k<n 1<k<j<n 1<k<j<n
Pretoze plati
1<j<k<n]+[1<k<j<n = 1<4k<n]+[1<5j=Fk<n],

dostavame

28T = Sur + Spr = Zajak + Z aja.

1<jk<n 1<j=k<n

Prvy stcet je po tprave pomocou vSeobecného distributivneho zékona (5.25) rovny
(>i—1a)(Xpmrar) = oy ax)’. Druhy stéet je rovny Sor_, ai. Takze dostavame
vyraz pre sucet clenov matice, ktoré sa nachadzaja v hornom trojuholniku:

n 2 n
(5.26) Sy = Z a;jap = % ((Z ak) —f—Zai) .
k=1 k=1

1<j<k<n

Priklad. Posmeleny tspechom si v§imnime iny dvojity stucet:

S = > (ar—a;)(bx—by).

1<j<k<n

Zéamenou k za j opif dostaneme symetricky vztah:

S = > (aj—a)bj—b) = D (ar—a;) (b —by).

1<k<j<n 1<k<j<n
TakZe mozeme obe rovnosti pre S sc¢itat a pouzijic vztah
M<j<k<n]|+[1<k<j<n] = [1<jk<n-[1<j=k<n]
dostaneme

25 = Y (aj—ar)bj—be)— Y (a5 —ax)(b; —by).

1<j,k<n 1<k=j<n
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Druhy sucet je rovny nule; a ¢o prvy? Ten sa rozpadne na Styri oddelené sucty, kazdy
s vanilkovou prichutou:

Z ajbj— Z ajbk— Z akbj—i— Z arby

1<j,k<n 1<j,k<n 1<j,k<n 1<j,k<n
=2 Z akbk —2 Z ajbk
1<j,k<n 1<j,k<n
n n
=2n Z arbr — 2(2 ak) <Z bk>.
1<k<n k=1 k=1

V poslednom kroku kroku sme oba sucty zjednodusili podla vSeobecného distributiv-
neho zékona (5.25). Ak sa tpravy prvého suctu zdaju hrozostrasné, zopakujeme ich

pomaly:
2 Z akbk:2 Z Z akbk

1<jk<n 1<k<n 1<j<n

:2Zakbk21

1<k<n 1<j<n

=2 Z arbpn = 2n Z apbg.

1<k<n 1<k<n

Indexovt premennt, ktord sa nevyskytuje v séitancoch mozeme jednoducho vypustit,
ak vyndsobime zvySok velkostou mnozZiny oboru daného indexu (v nasom pripade n).

Vratime sa tam, kde sme nase ivahy prerusili; nas vztah mozeme vydelit dvomi a
preusporiadt tak, ze dostaneme zaujimavy vztah

n

(5.27) (Z ak> (zn: bk> - nzn:akbk — Y (ar - ay)(br — by).
k=1 k=1

k=1 1<j<k<n

7Z tejto identity ako Specialny pripad vypljva CebySevova nerovnost pre stéty:

n

(Z%)(Zbk)SnZakbk, aka; <---<apab << by
k=1 k=1

k=1
<Zak>(zbk)2nzakbk, akay <---<aj,ab >--->by,.
k=1 k=1 k=1

(Cebysev dokazal v roku 1882 analogicky vysledok pre integrély:

(/abf(x)dx> (/abg(:t)dx> < (b—a) (/abf(x)g(g:)dx>7

ak st f(z) a g(r) monoténne neklesajice funkcie.)
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