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3. Asymptotické porovnavanie funkcii

Nie vzdy vieme najst presné rieSenie rekurencie alebo stuc¢tu. Ked nie sme schopni najst
uzavrett formulu, zaujima nas aspon jej ,odhad“. A aj v pripade, ze uzavrett formulu
pozndme, moze byt jej odhad zaujimavy, lebo ju nevieme priamo porovnaf z inymi
uzavretymi formulami. Budeme sa zaujimat o horny, dolny, resp. stredny odhad.

Nech f, g st redlne funkcie jednej premennej definované na vsetkych prirodzenych
¢islach.

Ak pisSeme f < g znamena to, Ze f(n) < g(n) pre vSetky n € N. Ale ak uvazujeme
funkcie f(n) = 5n a g(n) = n?, potom zrejme neplati ani f(n) < g(n) ani f(n) > g(n)
pre vSetky n € N. V skuto¢nosti ale g rastie podstatne rychlejsie ako f, az na niekolko
prvych n hodnét.

V matematike a v informatike, funkcie definované na prirodzenych ¢islach zvykne-
me porovnavat podla ich spravania, ked n ide do nekonec¢na a ako sa spravaji pre malé
n ignorujeme. Tento pristup je obvykle nazyvany asymptotickd analyza uvazovanych
funkcii. Hovorime tiez o asymptotickom spravani, alebo asymptotike nejakej funkcie,
majic na mysli jej porovnanie pre nejaké zakladné funkcie pre n — oo. Asymptotika
pochadza z Gréckeho slova, ktoré znamend ,nespojit sa, nestotoznif sa*. V dnesnom
vyzname asymptotiku chdpeme skor ako ,spojit sa, stotoznif sa“.

V analyze algoritmov sa velmi ¢asto vyskytuje sucet prvych n obratenych hodnot.
Je to tak casto, ze tieto stcCty dostali svoje meno: Harmonické ¢isla a oznacujeme ich
H,.

1 1 1
H,=14+-+ -+ -+ —.
n=l4o g+t
Pre H, vSak nepozndme uzavreny tvar. Je uzito¢né vediet aspon odhad

Inn< H, <lnn+1, pren > 1.

Niekedy ani to nestaci a SikovnejSie je vediet, Ze

1 1
H,=lnn+y+ — — O(n™%).

2n  12n2

Inou velmi ¢asto sa vyskytujicou funkciou je faktoridl. V tomto pripade hoci pres-
nt hodnotu n! vieme vypocitat, je Sikovnejsie vediet odhad tzv. Stirlingovu formulu
(anglicky matematik James Stirling 1692-1770), ze

n! = \2mn (g)n (1 +0 (%)) .

logn! = O(nlogn).

A teda, ze

HIERARCHIA
Funkcie rozne rychlo ,asymptoticky rastt“. Formalne to zapiseme
f(n)

f<g<= lim —= =0.
n—oo g(n)
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Toto oznacenie zaviedol v roku 1871 Paul du Bois-Reymond. Relacia < je zrejme tranzi-
tivna: f(n) < g(n) a g(n) < h(n) potom f(n) < h(n). Tiez mdzeme pisat g(n) > f(n),
ked f(n) < g(n).

Napriklad: n < n?, vravime, Ze n rastie pomalsie nez n?. Plati, Ze

n® <n? <= a < fppre o, €R.

Okrem mocninych funkcii je mnoho inych. MéZeme vybraf niektoré a pomocou
relacie < ich zoradime:

1 <loglogn <logn < n® <n® <nl°8" <" <n™ < ° .

(¢ a ¢ st lubovolné konstanty také, ze 0 < ¢ < 1 < ¢.) VSetky uvedené funkcie,
okrem 1, idii do nekonecna, ked n ide do nekone¢na. Umiestnenim funkcie do hierarchie
nehovorime, ze ide do nekonec¢na, ale ako rychlo tam ide. Napriklad hierarchia hovori,
ze logn < n%0001 Pre n = 10199 ale stéle prevaZzuje logaritmus (logn = 100, n%0001 ~
1.0233). Ak viak n = 100" potom logn = 1000, ale n0-0001 — 110"

Ak ¢ je velmi malé a k také, ze ¢ > 10~%, potom pri volbe n = 101" dostévame
logn = 10%*, ale n® > 101 To znamend, ze pomer (logn)/n® ide k nule, ak k£ — co.
Vsimnite si, ze vSetky funkcie, okrem 1, sa s rasticim n blizia k nekone¢nu.

Casto sa zaujimame o funkcie, ktoré sa asymptoticky blizia k nule. Analogicki
hierarchiu dostaneme, ked pouZijeme prevratentt hodnotu

b
g(n) — f(n)

f(n) < g(n) <= , f(n) a g(n) nenulové.

Dalsi uzitoény vztah je

1< f(n) < g(n) = /M < ela@l,

Priklad Poktsme sa zaradit do hierarchie funkciu eV!°8". Zrejme loglogn =<

Viogn < elogn. Vyuzitim predchadzajiceho vzfahu dostaneme logn < eV1es8m <
ef logn _ ne.

Ked funkcie f(n) a g(n) rasti rovnako rychlo oznac¢ujeme to f(n) =< g(n). Formal-
nejsie

f(n) =< g(n) <|f(n)] < Clg(n)| alg(n)] < C[f(n)],

pre nejaké C' a pre vSetky dostatoc¢ne velké n.

Bolo by velmi prijemné, keby pre Tubovolné dve funkcie f a g platilo bud f(n) <
g(b), alebo f(n) = g(b), alebo f(n) =< g(b). Vo vSeobecnosti to vSak neplati. Anglicky
matematik G. H. Hardy zadefinoval triedu logaritmicko-exponencialnych funkcii, ktoré
ttto vlastnost maji. Je to najmensia trieda £ funkcii spliiajtcich nasledujiice vlastnosti:

e Konstantna funkcia f(n) = « patri do £, pre vSetky reélne a.
e Identicka funkcia f(n) = n patri do £.
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e Ak patria f(n) a g(n) do £, patri tam aj f(n) — g(n).

e Ak f(n) patri do £, patri tam aj /(™).

e Ak f(n) patri do £ a je ,eventualne“ kladnd, potom tam patri aj In f(n).
Funkcia je ,eventualne“ kladnd, ked existuje celé ¢islo ng také, ze pre vsetky n > ng je

f(n) > 0.

Pouziva sa aj silnejsia relacia nez =<

Vtedy hovorime, Ze f(n) je asymptoticky rovnaka ako g(n).

HORNY ODHAD

Pre dant funkciu g(n) ozna¢me O(g(n)) mnozinu funkcii:

O(g(n)) = {f(n) : existuju kladné konstanty c a ng také, ze
| f(n)] < clg(n)| pre vSetky n > no}.

Hovorime, ze g(n) je hornym odhadom funkcie f(n), formélne f(n) = O(g(n)), ak
f(n) € O(g(n)).

Napriklad 10n? + 5n = O(n?). Zapisu f(n) = g(n) + O(n3) sa ma rozumiet tak,
7e funkcia f rastie rovnako rychlo ako g, az na chybu raddu n3. Jednoduchy priklad je
(5) =n(n—1)/2=n?/2+ O(n).

Pozor, aj ked sa v tomto zapise vyskytuje rovnost, zapis je nesymetricky, pretoze
je to v svojej podstate nerovnost, t.j. nie O(g(n)) = f(n).

Oznacenie zaviedol v roku 1894 Paul Bachman.

DOLNY ODHAD

Pre dant funkciu g(n) ozna¢me (g(n)) mnozinu funkeii:

Q(g(n)) = {f(n) : existujia kladné konstanty c a ng také, ze
clg(n)| < |f(n)| pre vetky n > ng}.

Hovorime, Ze g(n) je dolnym odhadom funkcie f(n), formalne f(n) = Q(g(n)), ak
f(n) € Q(g(n)).

STREDNY ODHAD

Pre dant funkciu g(n) ozna¢me O(g(n)) mnozinu funkcii:

©(g(n)) = {f(n) : existuju kladné konstanty c;, ca a ng také, ze
cilg(n)] < [f(n)] < calg(n)| pre vetky n > no}.

Hovorime, ze g(n) je strednym odhadom funkcie f(n), formélne f(n) = ©(g(n)),

ak f(n) € ©(g(n))
Oznacdenie 2 a © zaviedol Donald Knuth.
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0-ZNACENIE

Asymptotickd horné hranica, ktora je dand O-znac¢enim moze, ale nemusi byt asympto-

ticky tesna. Hranica 2n? = O(n?) je asymptoticky tesn4, ale hranica 2n = O(n?) nie je.

Zauzivané je znacenie o na oznacenie hornych hranic, ktoré nie st asymptoticky tesné.
Pre danti funkciu g(n) oznac¢me o(g(n)) mnozinu funkeii:

o(g(n)) = {f(n) : pre lTubovoln1 konstantu ¢ > 0 existuje ng > 0 také, Ze
0 <|f(n)| < c|g(n)| pre vsetky n > ng}.

Inymi slovami, funkcia f(n) sa stdva nepodstatne mald vzhladom ku g(n), ak n
ide do nekonec¢na. Je to vlastne relacia f(n) < g(n).

Plati, ze f(n) < g(n) & f(n) = g(n) + o(g(n)).

wW-ZNACENIE

Analogicky, sa definuje tiez w znacenie k Q. Pre dant funkciu g(n) ozna¢me w(g(n))
mnozinu funkcii:

w(g(n)) = {f(n) : pre Iubovolna konstantu ¢ > 0 existuje ny > 0 také, ze
0 < clg(n)| < |f(n)| pre vietky n > no}.

.....

do nekonec¢na, t.j. f(n) = w(g(n)) implikuje lim,,_. o, % = 00. Znacime tiez g < f.
Napriklad: n?/2 = w(n), t.j. n < n?/2, ale n?/2 # w(n?).

Zakladné vlastnosti:
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4. Asymptotické riesenia rekurentnych rovnic

Rekurentné rovnice ¢asto vystupuja pri odhade zlozitosti algoritmov. Ak nie sme schop-
ny vyriesit rekurentna rovnicu, t.j. najst uzavreti formulu, zaujima nas aspon rychlost
rastu riesenia danej rekurentnej rovnice.

MOTIVACIA MERGERSORTU AKO PRIKLADU METODY ROZDELUJ A PANUJ
e najskor rozdelime postupnost na 2 podpostupnosti dlzky ktorych sa lisia najviac
ol
utriedime rekurentne obe podpostupnosti
nakoniec utriedime 2 (uz utriedené) postupnosti
Pre pocet porovnani plati rekurencia:

T(n) :TQED T([%D Yn—1ln>1.

Nie jednoduchymi metédami sa da ukazat, ze T'(n) = n[log, n] — 2M°82"1 4 1. Nas
uspokoji aspon nejaky dobry odhad.

Metéda ,,rozdeluj a panuj*
Vsetky algoritmy typu ,rozdeluj a panuj“ maji nasledujicu schému: Uvazujme
problém P velkosti n = b*, pre b€ N, b > 1.

(i) dekompozicia problému P velkosti n = b* na a podproblémov rovnakého typu
velkosti
(ii) rieSenie a podproblémov rekurzivne pouzitim rovnakej metédy

(iii) kombinovanie rieSenia P z rieseni podproblémov velkosti 7

Cena dekompozicie problémov a kombinovania celkového riesenia (body (i) a (iii)
v predchadzajicom) je opisana funkciou f(n).

Zovseobecnend rekurencia vyplyvajica z predchadzajicej metédy ,rozdeluj a pa-
nuj“, a > 1, b > 1 konstanty, f funkcia:

Lema 1. Nech a > 1, b > 1 si konstanty, f(n) nezdpornd funkcia definovand na
mocnindch b. Definugme T'(n) na mocnindch b rekurenciou

T(1)=0e(Q),
aT (%) + f(n), akn=">"ie N,n>1

T(n) =
Potom
log, n—1 n
T(n) = O(n'° ) + o’ f (b—j)
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Doékaz. Po upravach

T(n) = f(n) +aT ()
_ n 2p (1
—f(n)+af<b> +a T<b2>
_ n 2 n log, n—1 n log,, np(l
—f(n)+af g —|—af b—2 +---+a f W +a ()
Pretoze a'°8 ™ = nl°8 ¢ posledny vyraz je rovny:
alogb nT(l) _ @(nlogba)‘

Po dosadeni dostavame:

)

Hodnota ©(n'°8: %) zodpoveda cene riesenie podproblémov (suma listov rekurziv-

neho stromu), hodnota Z;-Ozggn_l al f ( b%) zodpoveda cene rozkladu (suma vnatornych

vrcholov rekurzivneho stromu).

V niektorych Specidlnych pripadoch funkcie f sa moze stat, zZe vieme spocitat pres-
ne horeuvedent sumu. V takom pripade nemusime pouzivat silny aparat vety Master
Theorem a mozme dostat vysledok aj pripade, kedy nemoézeme aplikovat Master The-
orem.

Poznamka. Ak f(n) je multiplikativna funkcia, t.j. f(zy) = f(z)f(y), potom
mozme predchadzajici sicet upravit nasledujiico (predpokladdme n = b*):

FOF7) = fb)+7
; _a_ g _
S 01 () =l (55 = F 0 (L)]:f(“k'%

J=0 J=0 J=0

Uvazujme tri pripady:
(a) Ak a > f(b), potom predchadzajicu sumu je mozné odhadnit

cons - a¥ (1 - (ﬂ)k) — T(n) = O(a") = O(n'°®>9),

a

(b) Ak a < f(b), potom predchddzajicu sumu je mozné odhadnut

cons - f(b)* = cons - f(b)!°8* "™ = cons - n'& F(b)

— T(TL) — @(ak) + O(nlogbf(b)) — O(nlogbf(b))‘
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(c) Ak a = f(b), potom predchddzajicu sumu je mozné upravit

k—1
Zajf (bk_j) = f(b)k -k = nloss £() logyn = T(n) = @(nlogb f(®) -log, m).

J=0

Lema 2. Nech a > 1, b > 1 si konstanty, f(n) nezdpornd funkcia definovand na
mocnindch b. Funkcia g(n) definovand na mocnindch b vztahom

log, n—1

gn)= > a'f(35)

Jj=0

moze byt ohranicend asymptoticky pre mocniny b nasledujico:
1. Ak f(n) = O(n'°& 2=¢) pre nejaki konstantu € > 0, potom g(n) = O(nl°8+ %),
2. Ak f(n) = ©(n'°® %), potom g(n) = O(n'°e *log, n).
3. Ak af(3) < cf(n) pre nejaki konstantu ¢ < 1 a vsetky n > b, potom g(n) =
©(f(n)).

Dékaz. 1. Ak f(n) = O(n'*®*~¢), potom f () = O ((%)bgb a_E). Upravami dosta-

vame:

log, n—1

I — € J
T\ B ATE _ . log, a—e ab
J b
a — =N
b plog, a
Jj=0 Jj=0
log;, n—1
_ plog,a—e e\J
n b
Jj=0

_ nlogb ae (ba logyn _ 1>
bs —1
_(nf—1
= (=)
Pretoze b a ¢ st konstanty, mézme odhadnif n'°8 *=¢0(nf) = O(n'°8» %), &m dostéva-
me: g(n) = O(n'°8 ),

2. Za predpokladu f(n) = ©(n'°»*), dostavame: f () = © ((%)logb a). Uprava-

mi dostavame:

log, n—1 i\ logy a log, n—1 a j
o) e S )
: bi , blog, a
j=0 7=0
log, n—1

:nlogba § : 1
=0

= nl°% T 1og, n.
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Substiticiou do sumy dostavame:
g(n) = O(n'°8 *log, n) = O(n'°8 *log, n).

3. Pretoze f(n) sa objavuje v definicii g(n) a vSetky ¢leny g(n) su kladné, dosta-
vame: g(n) = Q(f(n)) pre mocniny b. Z predpokladu: af (%) < cf(n) pre nejaké ¢ < 1
a vietky n > b méme: o’ f () < ¢/ f(n). Upravami dostdvame:

g(n) = 'f (35)
log, n—1

< Y, dfn)

J=0

gf(n)ch

=0

<

Spojenim oboch uvah dostavame: g(n) = ©(f(n)) pre mocniny b.
o

Lema 3. Nech a > 1, b > 1 sui konstanty, f(n) je nezipornd funkcia definovand na
mocnindch b. Definujme T'(n) na mocnindch b rekurenciou

T(n)=0(1), akn=1,
al

<2> + f(n), akn=10" i€ N.
b
Potom T'(n) moze byt ohranicené asymptoticky:
1. Ak f(n) = O(n'°8*=¢) pre nejaki konstantu e > 0, potom T(n) = O(n'°s: ¢).
2. Ak f(n) = O(n'°® %), potom T(n) = ©(n'°8 *log, n).
3. Ak f(n) = Q(n'°% *¢) pre nejaki konstantu € > 0, a ak af(%) < cf(n) pre
nejaki konstantu ¢ < 1 a vsetky dostatocne velké n, potom T(n) = O(f(n)).

Dékaz. 1. Z lemy 1 a 2 dostavame: T'(n) = O(n!°& 2) 4 O(n'°8 @) = Q(n'°&s ).
2. Z lemy 1 a 2 dostavame: T'(n) = ©(n!°8 *) + O (n'8 ¢ log, n) = O(n'°8 *log, n).
3. Podmienka af(%) < cf(n) implikuje f(n) = Q(n'°8 **¢) (dokézat za DU), ¢im
z lemy 1 a 2 dostavame:

T(n) = ©(n'*® ) + O(f(n)) = O(f(n)).

Master Theorem. Nech a > 1, b > 1 su konstanty, f(n) funkcia a nech

n

T(n)zaT(b

)+ f(n),
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kde ¥ interpretujeme ako [%] alebo |%]. Potom T(n) moZe byt ohranicené asympto-
ticky:

1. Ak f(n) = O(n'°8» 2=¢) pre nejaki konstantu e > 0, potom T(n) = O(nl°8+ %),

2. Ak f(n) = O(n'°& %), potom T(n) = ©(n'°8 % log, n).

3. Ak f(n) = Q(n'°8 **¢) pre nejaki konstantu € > 0, a ak af(%) < cf(n) pre
nejaki konstantu ¢ < 1 a vsetky dostatocéne velké n, potom T'(n) = O(f(n)).

Dokaz. D4 sa dokéazat na zaklade vysledkov Lemy 3 a odhadmi na celé casti ¢isel.

[ )

Je dolezité si uvedomit, ze uvedené tri pripady nepokryvaju vSetky moznosti pre
f(n). Existuje ,diera‘ medzi pripadmi 1 a 2, ked f(n) je mensie nez nlogb“, ale nie

.....

nl°8 @ ale nie polynomicky.

Priklad Uvazujme pripad rekurencie T'(n) = 97'(n/3) + n. Pre tuto rekurenciu
mame: a =9, b =3, f(n) = n a teda n'°%* = n2, Teda f(n) = O( ), kde e = 1. Je
to prvy pripad Master Theorem a dostdvame riesenie T'(n) = ©(n?).

Priklad Uvazujme pripad rekurencie 7'(n) = T(2n/3) + 1. Pre tuto rekuren-
ciu mame: @ = 1, b = 3/2, f(n) = 1 a teda nl°&¢ = pl°8s/21 = 0 = 1. Preto-
7e f(n) = O(n'°2»?) = O(1), aplikovanim pripadu 2 dostdvame rieSenie rekurencie
T(n) = O(logyn).

Priklad Pre rekurenciu T'(n) = 37 (n/4) + nlogyn, mdme a = 3, b = 4, f(n) =
nlog,n a n'° ¢ = nl°8i3, Zrejme f(n) = Q(n'°843+192) a stacdi teda overif podmienku
regularity z tretieho pripadu. Pre dostatocne velké n, af(n/b) = 3(n/4)logy(n/4) <
(3/4)nlogyn = cf(n) pre ¢ = 3/4. Dostavame riesenie T'(n) = O(nlog, n).

Priklad Master Theorem ale nemdzeme aplikovat v pripade rekurencie: T'(n) =
2T (n/2) + nlogyn. Plati a = 2, b = 2, f(n) = nlog,n a n'°8? = n. Vyzera to na
3 pripad, a,le nie je mozné néjsﬁ e > 0 také, aby nloggn = Q(n 1+5) pretoie nlogsn

.....

spocitat podla Lemy 1.

Pre spominany pripad mergesortu (za predpokladu f(n) =n—1,a =2, b = 2)
dostavame odhad ©(nlog,n).
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