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1. Rekurentné problémy

Mnohé kombinatorické problémy sa riesia rozlozenim daného problému na mensie
pripady, ktoré uz vieme vyriesit. Takejto metéde sa hovori metdda rekurencie (z latin-
ského recurrere — vracaft sa, bezat spét). Nasledujice motiva¢né priklady st klasickymi
prikladmi tejto metédy a boli matematikmi mnohokrat vysSetrované.

A. Vznik Sachu

Sach vznikol pravdepodobne v Indii, pri¢om génius, ktory vymyslel tito nddhernt hru
si vraj zapytal len ,skromnt“ odmenu. Ziadal, aby mu radza vyplatil za prvé poli¢ko
zrnko obilia, za druhé dve zrnkd a za kazdé dalsie policko dvojnasobok predoslého.
Kolko obilia mu mé radza vyplatit?

Riesenie
Oznacme p,, pocet zrniek obilia, ktoré ma vynalezca dostat za n-té policko. Priamo zo

zadania vyplyva rekurentny vztah p, = 2-p,,_1, ktory plati pre kazdé n > 2. Postupnym
iterovanim dostavame

Pn=2pp1=2%ppo=...=2""1.p.

Teda za vsetky polia Sachovnice dostane spolu:

64 63 264 B 1
2i-1 =\ "ot — > 16 -1000° = 16 - 10'®

zrniek obilia. Ak uvazime vahu zrnka obilia tak dostavame, ze vynalezca ziadal viac
ako 100000000000 ton obilia, ¢o samozrejme nedostal.

B. Hanojské veze

Boli vymyslené franctizskym matematikom Eduardom Lucasom v roku 1883. Mame
danu vezu zostavenu z 8 diskov, ktoré si na zaciatku umiestnené na koliku A a uspo-
riadané podla velkosti od najvii¢sieho po najmensi. Ulohou je preniest vezu z kolika A
na iny kolik B, pricom:

e méame k dispozicii jeden pomocny kolik C',

e mozeme prenadsat vzdy len jeden disk,

e nesmieme nikdy polozit vi¢si disk na mensi.

Lucas opriadol svoju hracku romantickym pribehom o ovela vi¢sej Brahmovej vezi,
ktord ma udajne 64 diskov z rydzeho zlata navlecenych na 3 diamantovych ihliciach.
Na pociatku vekov, vravi, dal Boh tieto zlaté disky na prva ihlicu a stanovil skupine
kniazov preniest ich na tretiu, podla hore uvedenych pravidiel. Ako hovoria spravy, knazi
pracujui na ulohe dilom a nocou. Ked skonéia, veza sa rozpadne a svet zanikne.

Na prvy pohlad nie je ani zrejmé, ¢i hlavolam mé vobec rieSenie. Ale trocha pre-
myslania nas presvedéi, ze ma. Teraz vyvstane otdazka: ako sa to da urobit najlepsie?
KolIko presunov je nevyhnutnych a postac¢ujicich na vyrieSenie tlohy?

Najlepsi sposob, ako vyriesit podobnt otézku, je trochu ju zovseobecnit. Brahmova
veza ma 64, Hanojska veza 8; uvazujme ¢o sa stane, ked diskov bude n.
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Jednou z nespornych vyhod takéhoto zovSeobecnenia je, ze problém sa modze este
zmensit. Naozaj, niekedy je vyhodné najprv sa pozerat na malé pripady. Je mozné
velmi lahko nahliadnut, ako prenasaf vezu obsahujicu len 1, ¢i 2 disky. S troskou
experimentovania zistime, ako prenagat vezu z 3 diskov.

Dalsi krok v rieseni problému je zaviest vhodné oznacenie: vhodne oznac¢ a zvitaz.
Nech povedzme T, je minimalny pocet presunuti, ktorymi prenesieme n diskov z jedného
kolika na druhy dodrziavajic pritom Lucasove pravidla. Potom zrejme 77 =1 a Th = 3.

Zadarmo mozeme ziskaf eSte nejaké informécie, ak zoberieme najmensi pripad zo
vSetkych: samozrejme Ty = 0. Rozumni matematici sa nehanbia myslief v malom,
pretoZze vSeobecné pripady su lahSie pochopitelné, ked dobre rozumieme extrémnym
pripadom (aj ked st trivialne).

Teraz sa ale snazme mysliet vo velkom. Najprv prenesieme n — 1 mensich diskov
na iny kolik (¢o vyzaduje T,,_; presunov), potom prenesieme najvicsi (¢o vyzaduje 1

.....

T,,—1 presunov). Teda n diskov vieme preniest na najviac 27,,_1 + 1 presunov:
T, <27, 1+1, pren > 0.

V tomto vztahu je zamerne pouzité ,<‘ namiesto ,=‘ pretoze nas spdsob len ukazuje,
ze 2T, _1 + 1 presunov staci, ale neukazali sme, ze 27,,_1 + 1 je nevyhnutnych. Niekto
rozumnejsi by mohol byt schopny vymysliet postup vyzadujici menej presunov.

Existuje vSak eSte lepsi sposob? V skutocénosti nie. V istej chvili musime presunut
najvicsi disk. Ked ho budeme prendsat, n — 1 mensich diskov musi byf na jednom
koliku, na ¢o sme potrebovali aspon T,,_; presunov. Ak nie sme prilis sikovny, mézeme
presuvat najvacsi disk aj viackrat. Ale po poslednom presune musime presunit mensich
n—1 diskov (ktoré musia byt opéf na jednom koliku) spéf na najvicsi; o zase vyzaduje
T,,_1 presunov. Teda

T, >2T,_1+1, pren>0.

Tieto dve nerovnosti, spolu s trivialnym rieSenim pre n = 0 davaju:

(11) TO = 0;
T,=2T,_1+1, pren > 0.

Vsimnime si, Ze tieto vztahy st konzistné so zndmymi hodnotami 77 = 1 a To = 3.

Mnozina rovnosti sa nazyva rekurencia. M4 zakladné hodnoty a rovnost na vypocet
vSeobecnej hodnoty na zéklade predchadzajicich. Niekedy sa odvoldvame na samosta-
na vSeobecni rovnost ako na rekurenciu, i ked niekedy z technického hladiska, kvoli
aplnosti, potrebujeme aj zédkladné hodnoty.

Rekurencia ndm umoznuje vypocitat T, pre [ubovolné n. Ale v skutoc¢nosti, ked
je n velké, nik rad nepocita priamo z rekurencie; trva to pridlho. Rekurencia nam déva
len nepriamu ,lokélnu“ informéaciu. Ovela $tastnejSimi nas spravi riesenie rekurencie.
To je to, ¢o by sa nam pacilo, mily maly uzavrety tvar pre T,, pomocou ktorého by
sme mohli rychlo pocitat, hoci aj pre velké n.

Ako teda riesime rekurencie? Jeden sposob je uhadnut spréavne rieSenie a potom o
nom dokézat, Zze je naozaj spravne. Ak chceme hadat, pozrime sa opit na najmensie
pripady. Tak teda pocitajme postupne: 75 = 2-3+1 =7, T, = 2-7+4+1 = 15;
Ts=2-15+1=31; T =2-31+ 1= 63. Aha, vyzera to ako

(1.2) T,=2"—1, pren >0.
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Kazdopadne to funguje aspon pre n < 6.

Najvhodnejsim sposobom pre dokaz spravnosti riesenia je matematickd indukcia.
Spominate si? Baza a indukény predpoklad! Béaza je trividlna, pretoze Ty = 20 — 1 = 0.
A indukény krok vyplyva pre n > 0, ak predpokladame, ze (1.2) plati, ked n nahradime
n—1:

T,=2T, 1 +1=22""'-1)4+1=2"—1.

Teda (1.2) plati aj pre n. Dobré! Nase hladanie T}, sa skoncilo uspesne!

Ale praca knazov sa naproti tomu neskoncila. Ako oznamila tlacova agentura IT-
KA, stale usilovne prenasaja disky a eSte chvilu aj budd, pretoZe pre n = 64 treba
vykonat 264 —1 presunov. A aj pri neuskuto¢nitelnej rychlosti prestivania diskov, kazda
mikrosekundu 1 disk, by potrebovali viac nez 5000 storo¢i na prenesenie celej Brah-
movej veze. Lucasov povodny problém je trochu praktickejsi. Vyzaduje 28 — 1 = 255
presunov, ¢o zru¢nému trva asi Styri minuty.

Nasa analyza Hanojskych vezi nas doviedla k spravnemu rieseniu, ale mali sme
Stastie pri typovani vysledku, ktory sa ukézal ako spravny. Jednym z hlavnych cielom
tejto ¢asti prednasok bude vysvetlit, ako sa daju rekurencie riesit (alebo asponi asymp-
toticky odhadnut) bez toho, aby sme boli jasnovidci. Napriklad uvidime, Ze rekurenciu
(1.1) moézeme zjednodusit pripoéitanim jednotky k obom stranam rovnice:

T0-|-1:1;
T,+1=2T,_1+2, pren>0.

Teraz, ak polozime U,, =T}, 4+ 1, dostaneme

U() = ].;
U,=2U,_1, pren > 0.

A nemusime byt préave génius nato, aby sme zistili, Ze rieSenie tejto rekurencie je prave
U, = 2"; teda T,, = 2™ — 1. Na to by snad prisiel aj pocitac.

KRATKE ZHRNUTIE

Rekurencia Hanojskych vezi je typickd pre mnohé rekurencie, ktoré sa vyskytuju v
aplikéciach vSetkych druhov. Pri hladani uzavretych foriem pre zaujimavé veli¢iny vy-
zerajuce ako T),, prechadzame tromi etapami:

1. Pozrieme sa na malé pripady. Cim vnikneme do problému a poméze ndm to (mozno)
v 2. a 3. etape.

2. Ndjdeme a dokdzeme matematicky vztah pre veli¢inu, ktord nas zaujima. V pripade
Hanojskych vezi je to rekurencia (1.1), ktord ndm umozni vypocitat T,, pre kazdé n.

3. Ndjdeme a dokdzeme uzavrett formu pre nas matematicky vzfah. Pre Hanojské veze
je to riesenie rekurencie (1.2).

My sa budeme sustredovat predovSetkym na tretiu etapu.
C. Priamky v rovine

Nasledujuci priklad mé vonu pravej talianske pizzy a prichut arti¢okov: na najviac kolko
ktskov mozno rozrezat jeden kus pizzy, ked budeme krajat n rovnymi rezmi. (Kuasky
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nemusia byt rovnako velké, to je zas iny znédmy problém spravodlivého delenia n Tudi.
Poznéte jeho riesenie?)

Preformulujme tlohu matematickejsie: aky je maximalny pocet L, oblasti urce-
nych n priamkami v rovine? Ako prvy tento problém vyriesil roku 1826 $vajciarsky
matematik Jacob Steiner.

Na zaciatku sa opiit pozrieme na malé pripady, pri¢om nezabudneme ani na celkom
najmensie. Zrejme: Lo =1; Ly = 2; Ly = 4.

Po troche rozmyslania s tretou priamkou (Ls = 7) vykoname vhodné zovSeobecne-
nie. n-ta priamka (pre n > 0) zvysi pocet oblasti o k prave vtedy, ked pretne predché-
dzajuce priamky v k — 1 réznych bodoch. Kazda nova priamka mézZe pretat existujicu
priamku nanajvys v jednom bode. Z tohoto dévodu moze nova priamka pretnit n — 1
starych priamok v najviac n — 1 roznych bodoch a musi teda platit k& < n. Ziskali sme
horny odhad

L,<L, 1+4+n, pren >0.

Navyse sa da Tahko nazrief, Ze v tomto vyraze mozeme dosiahnuf rovnost. n-t priam-
ku umiestnime jednoducho tak, Ze nie je so ziadnou inou rovnobezné (teda ich vSade
pretina) a tak, aby neprechédzala cez Ziaden ich priese¢nik (teda ich pretina vSetky v
navzajom roznych bodoch). Rekurencia je preto:

(13) Ln = Ln—l -+ n,
:Ln_2—|—(n— 1)+n,
=L, 3+(n—2)+(n—-1)+n,

=Lo+1+2+---+(n—-2)+(n—1)+n,
=1+5,, kdeS,=1+2+3+---+(n—1)+n.

Povedané ludsky, L, je o jedna viac nez sucet S, prvych n kladnych celych ¢isel.
Potrapime trochu pamiit s aritmetickou postupnostou a spomenieme si, ze S,, = %

Nase riesenie je teda

n(n+1)

(1.4) Ln= ="

+ 1, kden > 0.

Ako odbornici mézeme byt s tymto odvodenim spokojni a povazovat ho za dokaz,
ved sme sa aj pri rozvijani a premyslani zapotili. Ale Studenti matematiky by mali
byt schopni dosahovat vyssi standard, ¢o tak teda vytvorit rigorézny dokaz indukciou.
Klacovy indukény krok je

1 1
L,=L, 1+n= (a(n—l)n—i—l) —|—n:§n(n—|—1)—|—1.

Teraz nemdzu byt o nasom vysledku Ziadne pochybnosti.

KOMENTAR

Na zaciatku sme vraveli o uzavretych tvaroch bez toho, aby sme exaktne povedali,
¢o tym myslime. Oby¢ajne je to celkom jasné. Rekurencie typu (1.1) a (1.3) nie st
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v uzavretom tvare — vyjadruju veli¢iny sami pomocou seba; ale rieSenia typu (1.2)

a (1.4) st v uzavretom tvare. Sumy ako 1+ 2 4 --- 4+ n nie st v uzavretom tvare

n(n+1)
2

— klamu ,, ... “; ale vyrazy typu st. Skisme to definovat: vyraz vyjadrujuci

veli¢inu f(n) je v uzavretom tvare, ak ho mézeme vypocitat nanajvys s konstantnym,
od n nezavislym poctom ,dobre znamych“ Standardnych operacii. Napriklad, 2" — 1
a % su v uzavretom tvare, pretoze vyzaduju explicitne len scitanie, odcitanie,
nasobenie, delenie a umocnovanie.

Celkovy pocet jednoduchych uzavretych tvarov je obmedzeny. Existuju rekurencie,
ktoré nemaju jednoduché uzavreté tvary. Ked sa niektora z tychto rekurencii bude
ukazovat dolezita, pretoze sa bude opakovane vyskytovat, rozsirime nas repertoar o
nové opracie; tymto spésobom mézeme Siroko rozsirit skalu problémov, ktoré vieme
vyriesit v ,jednoduchej“ uzavretej forme. Napriklad, sucin prvych n celych ¢isel, n!, sa
ukézal byt dolezity, tak ho budeme povazovat za zakladnt operéaciu.

D. Jozefova uloha

Najskor trochu histérie. Nasledujiuca tiloha bola pomenovand po znamom historikovi
prvého storocia, Flaviusovi Jozefovi. Podla legendy, by Flavius bez matematického na-
dania neprezil a nestal sa sldvnym (a taktiez by ndm nemohol porozpravat svoj pribeh).
Pocéas Zidovsko-Rimskej vojny, bol medzi 41 Zidovskymi vzbtrencami, ktorych Rimania
chytili do pasce v jaskyni. Vzburenci sa rozhodli, ze radsej ako by sa vzdali, spachaja
organizovane samovrazdu nasledovnym spdsobom: vytvoria kruh a postupujic v niom
krok po kroku kazdy treti spacha samovrazdu, az pokym nikto neostane. Ale Jozef este
s jednym priatelom nestuhlasil s touto nezmyselnou samovrazdou a rychlo si vypocital
kam sa mé on a jeho priatel v za¢arovanom kruhu postavit.

V naSom variante zaéneme s n ludmi, o¢islovanymi v kruhu od 1 az po n a budeme
z neho vylucovat kazdého druhého, pokym nezostane len jeden. Bojové tloha: urcite
¢islo prezivajuceho, oznac¢me si ho J,,.

Uréime si pokusne Jig. A ¢o zistujeme, Ze éislo 5 zije!!! A teraz ako obvykle, spo-
¢itajme si niekolko malych hodnét:

n 123456
J 113135

Zda sa, ze J,, je vzdy nepéarne ¢islo. A vskutku je preto dobry dévod: prvy prechod
po kruhu vylaci vsetky parne cisla.

Predpokladajme, Ze povodne mame 2n Tudi. Po prvom prejdeni kruhu sa nam
zredukoval pocet Tudi na n. Vyriesme tulohu pre n, dostaneme ¢islo J,,. Vieme z tohto
vysledku zrekonstruovat vysledok pre povodny pocet? Samozrejme,

Jon =2J, — 1, pren > 1.

A ¢o v neparnom pripade? V pripade 2n + 1 Tudi sa ukdze, Ze osoba ¢islo 1 je
vylicend po osobe ¢islo 2n. Analogicky ako v predchidzajicom pripade dostavame sa
do podiatoc¢nej situécie s n Tudmi. Vyriesime Glohu pre n a zistime, Ze tentoraz su ich
¢isla dvojnasobné a zvysené o 1. Teda

Jop41 =2J,+1, pren > 1.
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Skombinovanim tychto rovnic s J; = 1 dostaneme rekurenciu, ktora definuje J vo
vSetkych pripadoch:

Ji =1,
(1.5) Jon =2J, — 1, pren > 1,
Jop41 =2J, +1, pren>1.

Tato rekurencia je ovela efektivnejsia ako predchédzajice, pretoze pri kazdom pouziti
zmensuje n dva alebo viackrat. Mohli by sme vypocitat, povedzme J(10000000) len 18-
nasobnym pouzitim (1.5). Ale pretoze zZivot je tak krasny, este stale hfaddme uzavreti
formulu, pretoze pomocou nej to bude este rychlejsie a o mnoho poucnejsie. Koniec
koncov, je to otazka zivota a smrti.

Pri pohlade na (1.5) nés v8ak ni¢ midre nenapadé a tak si skiisme rozpisat viacej
hodnét:

n | 112345678910 11 12 13 14 15 | 16
Jol1l13l1357[135 7 9 111315/ 1
Ej, hla ... Zac¢ina nam svitat. Zda sa, ze mozeme vytvorit skupiny podla mocnin

2 (v tabulke oddelené zvislymi ¢iarami); J,, je na zaciatku skupiny vzdy 1 a postupne
sa v ramci skupiny zvicsuje o 2. Teda ak si napisSeme n v tvare n = 2™ + [, kde 2™
je najvicsia mocnina 2 neprevysujuca n a [ je to, ¢o ostalo, rieSenie nasej rekurencie
vyzera potom takto:

(1.6) Jomig =241, prem>0a0<[<2™

Pre nasu tplnu spokojnost musime este vzfah (1.6) dokazaf. Ako aj predtym,
pouzijeme indukciu, tentokrat vzhladom na m (t.j. na celt skupinu 2, 2™ 41, 2™ 4 2,
oo, 2m 4 2™ — 1), Ked m = 0, tak musi byt | = 0 a baza sa redukuje len na J; = 1,
¢o zrejme plati. Indukény krok ma dve casti v zavislosti od toho, ¢i je [ parne alebo
neparne. Ak m > 0 a 2™ + [ = 2n, tak potom je [ parne a

J(2m+l) = 2J(2'rnfl+l/2) —1= 2(2 . l/2 + 1) —1=2[+1,

podla (1.5) a indukéného predpokladu, ¢o sme vlastne cheeli. Podobny dokaz zaberie i
v pripade neparneho [. (Skuste si to, ¢i ste eSte nezabudli indukciu.)
Tak, ¢i onak, indukcia je kompletné a vysledok (1.6) nepopieratelny.

Elegantnejsi pristup

Teraz si mozme prezradit, Ze existuje aj elegantnejsie rieSenie uvedeného problému.
KTacovym je fakt, ze Jom = 1 pre vSetky m. Vo vSeobecnom pripade, ked n = 2™ + [
sa pocet 0sOb zmeni na mocninu 2 potom, ako vylac¢ime z kruhu [ os6b. Osoba, ktora
je na rade prezije a jej Cislo je prave 2] + 1.
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Magicky suvis s dvojkovou sustavou
V nasom hladani rieSenia hraju dolezitt tlohu mocniny 2, takze je len prirodzené pozriet
si binarnu reprezentaciu n a J,. Uvazujme binarny zapis n

n = (bmbm,1 N blb())g;

to je
n="bn2™ +by_12™ 4 4 512 + by,

kde kazdé b; je bud 0 alebo 1 a veduci bit b, je 1. Ak si spomenieme, ze n = 2™ + [,
dostaneme,

n = (1bm_1bm_2 . ..b1by)a,

I = (0by—1bm_z - .. b1bo)a,

21 = (by_1bm_s . .. b1bo0)a,

21+ 1= (by_1bm_2...b1bo1)a,
(

= bm—lbm—2 cee blbObm)2a
Dokéazali sme teda, ze
J((bbm—1-..b1b0)2) = (b—1-..b1bobm )2,

¢o v reCi programatorov znamena, ze J,, dostaneme z n cyklickym posunom o jeden
bit dolava!l Magické. Napriklad, ak n = 100 = (1100100), tak J, = J((1100100)2) =
(1001001)4, ¢o je 73. Keby sme pracovali cely ¢as v dvojkovej stustave, pravdepodobne
by sme si to vS§imli hned.

E. Malé zovseobecnenie Jozefovej ulohy

Skusme riesit podobnii rekurenciu ako v Jozefovej tlohe, ale s konstantami «, 5 a 7.
Ako bude rieSenie vyzerat teraz?

f(1) =a,
(1.4 F(@n) = 2f(n) + 5, pren>1,
f@2n+1)=2f(n)+~, pren>1.

N4&s povodny problém bol pre « =1, # = —1 a v = 1. Za¢ntc s f(1) = a a pokracujtc
dalej, mozeme vytvorif pre malé hodnoty n nasledujicu vSeobecna tabulku:

n| )

1| «

212 + [
3|2« + 7
4 4a  + 30
54 + 28+ 7y
6 |40 + [+ 2y
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7|4a + 3
8|8a + 78
9/8a +68+ v

Z uvedenej tabulky je vidiet, Ze koeficient pri « je najvii¢sia mocnina 2 obsiahnuté
v n . Dalej, Ze medzi mocninami 2 koeficienty pri 3 klesaji od n—1k 0 po 1 a koeficienty
pri v rasti od 0 k n — 1 po 1. Preto, ak vyjadrime f(n) v tvare

(1.5) f(n) = A(n)a+ B(n)f + C(n)y,

a vyluc¢ime jeho zavislost na «, 3 a v ukazuje sa, zZe:

A(n) =2,
Bn)=2"—1-1,
C(n) =1L

Ako obycajne, n =2"+1a0<[<2™ pren > 1.

Uvedent skuto¢nost nie je ani prilis fazké dokazat indukciou, ale my to robit nebu-
deme. Namiesto toho si ukdzeme iny sposob, ako riesit rekurenciu (1.4): volbou Speciél-
nych hodnét a ich vzajomnou kombinaciou. Ilustrujme to uvazenim specialneho pripadu
a=1,0=~=0,kedysa f(n) musi rovhat A(n). Rekurencia (1.4) potom vyzera takto:

A skutocne je pravda (indukciou vzhladom na m), ze A(2™ + 1) = 2™.

V dalsom kroku za¢neme s nejakou jednoduchou funkciou f(n) a budeme hladat
konstanty (o, 3,7), ktorymi je definovana. Dosadenim konstantnej funkcie f(n) = 1
dostaneme, ze

1=aq,
1=2-1+47,
1=2-1+41,

a teda hodnoty (o, 3,7) = (1, —1, —1) spliiajtice tieto rovnice ndm dajt

Podobne moézme dosadit f(n) = n:

1=aq,
2n = 2n + f3,
2n+1=2n+-,

Tieto rovnice platia pre vSetky n, ked («, 3,7) = (1,0, 1).
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A v podstate sme hotovi! Ukazali sme, ze funkcie A(n), B(n) a C(n) z (1.5), ktoré
st riesenim (1.4) vo vSeobecnosti, spliiaji rovnice:

An)=2", pren=2"+1la 0<1<2™,
A(n) = B(n) = C(n) = 1,
A(n) + C(n) = n.

Riesenim uvedenej ststavy dostavame zname riesenie.

Tento pristup ilustruje prekvapivo uzito¢ni metédu neurcitych koeficientov. Naj-
prv si zvolime hodnoty parametrov, pre ktoré pozname riesenie, tym dostaneme zoznam
Specidlnych pripadov, ktoré mame vyriesit. Kombinaciou Specidlnych pripadov potom
ziskame vSeobecny pripad. Potrebujeme tolko nezéavislych rieSeni Specidlnych pripadov,
kolko je nezavislych parametrov (v tomto pripade su tri «, 3, ).
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