Kapitola 9: Teoria grafov

Stupne vrcholov, skore grafu:

1.

V urditej spolo¢nosti sa zide n Iudi. Niektori sa navzajom poznaja ini, nie. Ukazte,
ze sa nemoze stat, aby jeden z nich sa poznal len s jedinym inym c¢lovekom, ale
kazdy iny sa poznal prave s dvoma Iudmi.

Najdite vsetky neizomorfné grafy na 5 vrcholoch také, Ze stupen kazdého vrcholu
je 3.

Dokazte, ze neexistuje obycajny graf, ktorého stupne vrcholov sii navzajom rézne
¢isla.

Zostojte graf s 10 vrcholmi a skére: (4, 4, 3, 3, 3,3,2,2,1, 1), (9,9,8, 7,7, 6, 5,
4,3, 2).

Nakreslite vSetky navzajom neizomorfné grafy so skére (6,3,3,3,3, 3, 3).

Pre kazdé prirodzené &islo n > 3 néajdite priklad postupnosti dizky n s nasledujtcimi
vlastnostami: kazdy ¢len postupnosti je niektoré z ¢isel 1, ..., n — 1, postupnost
mé parny pocet neparnych ¢lenov a napriek tomu nie je skore ziadneho grafu.

Pre ktoré n existuje graf na n vrcholoch, ktorého skore s vsetky c¢isla navzajom
rozne az na 2.

Uvedte ¢o najmensi priklad grafu so 6 vrcholmi stupria 3, ostatnymi vrcholmi stupnia
< 2, a s 12 hranami.

Bud G graf s 9 vrcholmi, kazdy stuptia 5 alebo 6. Dokézte, Ze mé aspon 5 vrcholov
stupna 6 alebo aspon 6 vrcholov stupna 5.

Suvislost grafu:

10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

Urcte najmensi pocet hran obycajného grafu, ktory ma n vrcholov a k komponent
suvislosti.

Urcte najviacsi pocet hran obycajného grafu, ktory ma n vrcholov a & komponent
suvislosti.

Najdite vSetky nestvislé neizomorfné obycajné grafy so 7 vrcholmi a 15 hranami.
Dokazte, ze neexistuje viacej grafov ako tie, ktoré ste prave nasli.

Dokézte, Ze obyc¢ajny graf, ktory ma n vrcholov a viac ako % hran je stvisly.

Ak ma obycajny graf n vrcholov a kazdy vrchol ma stupen aspon ”T_l, tak graf je

suvisly.
Ak ma graf n vrcholov a sucet stupnov kazdych dvoch vrcholov nespojenych hranou
aspon n — 1, tak graf je suvisly. Dokazte!

Ak ma graf n > 3 vrcholov a pre kazdé k € N, ktoré spliia nerovnost 1 < k < ”T_l
je pocet vrcholov, ktorych stupen neprevysuje k mensi ako k, tak graf je stvisly.

Rozhodnite, ¢i plati nasledujtice tvrdenie: kazdy savisly graf, ktory mé prave tolko
hréan, kolko vrcholov je kruznica.



18.

Ak kazdy vrchol grafu ma parny stupen, tak kazda jeho hrana lezi na nejakej kruz-
nici. Dokazte!

Eulerovske grafy:

19.
20.

21.

Uréte najmensi pocet tahov, ktorymi mozno nakreslit siet 9 x 9.

Je dany suvisly graf, v ktorom je k£ vrcholov neparneho stupna. Urcte najmensi
pocet tahov, ktorymi ho mozno nakreslit.

Je dany graf, ktorého kazdy vrchol ma stupen 4. Dokézte, ze jeho hrany mozno
zafarbit ¢ervenou a modrou ceruzkou tak, aby z kazdého vrcholu vychadzali dve
modré a dve Cervené hrany.

Iné zaujimavé ulohy:

22.

Cislo 231713 mé zaujimavt vlastnost. Vsetky dvojice susednych éislic 23, 31, 17,
71, 13 tvoria rozne prvodisla. Najdite najvicsie ¢islo s touto vlastnostou.

Prechody bludiskom:

23.

24.

25.

Posudte spravnost nasledujticeho algoritmu pre prechod bludiskom:

(1) Na zaciatok aj na koniec chodby polozime pri kazdom prechode kamen.

(2) Ak prideme chodbou, ktorou sme prechadzali prvykrat, na krizovatku, kde sme
uz predtym boli, vratime sa rovnakou chodbou spit na jej druhy koniec.

(3) V ostatnych pripadoch davame prednost doteraz neoznacenym chodbam pred
chodbami oznacenymi jednym kamenom. Do chodieb oznacenych dvoma kamenmi
nevstupujeme.

(4) Ak nemdZeme pokracovaf, t.j. sme na krizovatke, z ktorej vedi len chodby ozna-
¢ené dvoma kamenmi, znamena to, ze sme pri vchode, presli sme kazdou chodbou
prave dvakrat, a to obidvoma smermi.

Posudte spravnost nasledujiceho algoritmu pre prechod bludiskom:

(1) Na zaciatok aj na koniec chodby polozime pri kazdom prechode kamen.

(2) Ak prejdeme chodbou prvykrat, dame na jej konci prednost neoznacenej chodbe
pred chodbou oznacenou jednym kamenom.

(3) Ak prejdeme chodbou druhykrat, ddme na jej konci prednost chodbe oznacenej
jednym kamenom pred neoznacenou chodbou.

(4) Do chodieb oznacenych dvoma kamenmi nevstupujeme.

(5) Ak nemozeme pokracovat, t.j. sme na krizovatke, z ktorej vychadzaju len chodby
oznacené dvoma kamenmi, znamena to, ze sme pri vchode a presli sme celym blu-
diskom.

Posudte spravnost nasledujiceho algoritmu pre prechod bludiskom:

(1) Pri prvom prechode ozna¢ime chodby dvoma kamenmi a koniec bud jednym
kamenom, ak prichadzame na krizovatku, kde sme uz boli, alebo troma kamenmi,
ak prichadzame na krizovatku, kde sme este neboli.

(2) Ak vstupujeme do chodby, na zac¢iatku ktorej je jeden kamen, priddme k nemu
este jeden. (Potom budt na obidvoch koncoch dva.)

(3) Do chodieb oznacenych dvoma kamenmi nevstupujeme. Do chodby oznacenej
tromi kamernimi vstipime, len ked nie je ind moznost.
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(5) Ak nemo6zeme pokracovat, t.j. sme na krizovatke, z ktorej vychadzaju len chodby
oznacené dvoma kamenmi, znamena to, ze sme pri vchode a presli sme celym blu-
diskom a to v obidvoch smeroch.

Hamiltonovské grafy:
26. Vysvetlite, prec¢o splnenie Diracovej, Oreho alebo Pésovej podmienky zarucuje si-
vislost grafu.

27. Ak méa graf n vrcholov a aspoii % + 2 hran, tak je hamiltonovsky. DokazZte!
D4 sa uvedeny pocet hran eSte zmensit, aby neprestala byt zaruc¢end hamiltonov-
skost?

28. Dokazte, ze pre kazdé prirodzené cislo n existuje graf, ktory ma prave n hamilto-
novskych kruznic. Urobte horny odhad na pocet vrcholov takéhoto grafu.

29. Kolko hamiltonovskych kruznic obsahuje tuplny graf na n vrcholoch?
30.

31. N4jdite graf, ktory nespliia Diracovu, Oreho ani Pésovu podmienku a predsa je
hamiltonovsky.

Rovinné grafy:

32. Dokazte, ze K5 nie je rovinny graf.

Farebnost grafov:

33. Najdite rovinny graf s ¢o najmensim poctom vrcholov, ktorého chromatické cislo je
5.

34. Ukazte, ze pre kazdé prirodzené cislo n existuje graf G,, na n vrcholoch taky, ze
X(Grn) = n.



