Kapitola: Kombinatorika

8.1 Princip zapojenia a vypojenia

Priklad 8.1. V oddeleni Gistavu pracuje niekolko 0s6b, z ktorych kazda ovlada aspon jeden cudzi jazyk:
7 0s6b ovlada anglictinu, 7 nemcinu, 1 Spanielc¢inu, 8 francastinu, 5 vie nemecky a anglicky, 4 nemecky
a francazsky, 3 franctzsky a anglicky, 1 Spanielsky a nemecky, 1 Spanielsky a anglicky, 1 $panielsky
a francizsky, 2 vedia nemecky, franctzsky, anglicky, 1 vie Spanielsky, nemecky, anglicky, 1 Spanielsky,
francuzsky, nemecky, 1 Spanielsky, franctizsky, anglicky a 1 osoba ovlada vsetky 4 jazyky. Viete z udajov
urcit, kolko osob pracuje v tstave?

Priklad 8.2. Zistite pocet tych prirodzenych ¢isel neprevysujtcich 210, ktoré st nestdelitelné s ¢islom
210.

Priklad 8.3. Zistite, kolko je takych permutécii 6-prvkovej mnoziny {1,2,3,4,5,6}, ktoré nemaju ani
jeden prvok na tom mieste ako v zédkladnom usporiadani 123456.

Priklad 8.4. Kolko existuje permutécii s prave jednym pevnym bodom, resp. s prave k pevnymi bodmi.

Priklad 8.5. Kolko existuje permutacii ¢éisel 1, 2, ..., 10, v ktorych sa Ziadne parne &islo nezobrazi na
seba?

Priklad 8.6. Na plese je n manzelskych parov. Kolkymi sposobmi je mozné utvorit n taneénych péarov,
ak ziadna manzelskd dvojica netancuje spolu?

Priklad 8.7. Kolkymi spésobmi mézeme posadit do radu 3 angliGanov, 3 francizov a 3 turkov, aby
ziadny traja krajania nesedeli vedla seba.

Priklad 8.8. Kolko existuje permutéacii z n prvkov, v ktorych dané dva prvky a, b nie su vedla seba
(na poradi nezalezi)? Dané tri prvky a, b, c nie st vedla seba (na poradi nezalezi)? Ziadne dva z prvkov
danych troch prvkov a, b, ¢ nie s vedla seba?

Priklad 8.9. Desat manzelskych parov cestuje vlakom v $tyroch vagénoch. Kolkymi spdsobmi moze
tychto 20 Tudi cestovat, ak v kazdom vagéne musi sedief aspon jeden z nich a vSetci prislusnici jednej
rodiny musia cestovat v réznych vagénoch?

Priklad 8.10. Kolko ¢isel v rozsahu 1 000 az 9 999 mé vlastnost, ze dve za sebou idice cifry nie st
rovnaké. Ako sa zmeni vysledok pre rozsah: 100 000 az 999 999.

8.2 Kombinacie bez a s opakovanim

Priklad 8.11. Zistite, kolko existuje v Sportke takjch tahov, ktoré neobsahuj ani jedno z &isel 1, 2, 3.

Priklad 8.12. Kolko neklesajicich postupnosti dizky » mozno zostavit z ¢isel 1, 2, ..., 10 ak sa ¢isla:
a) nemdzu opakovat, b) moézu opakovat?

Priklad 8.13. Zistite, kolko existuje v Sportke takych tahov, ktoré obsahujii aspoii jedno z éisel 47, 48,
49.

Priklad 8.14. Kolko existuje takych kombindcii 6 prvkovej mnoziny, Ze obsahuji aspon jeden z troch
pevne zvolenych prvkov?

Priklad 8.15. Siesti hrd¢i hraja turnaj stvorhier tenisu systémom kazda dvojica s kazdou dvojicou
(kazdy hrac¢ utvori dvojicu s kazdym zo zostévajucich). Kolko zapasov sa odohra?

Priklad 8.16. Kolkymi spdsobmi sa dé4 rozdelit 25 rovnakych minci medzi $tyroch ziakov? (Dva sposoby
sa povazuju za rozne, ak pri nich aspon jeden Ziak dostane rézne penazné sumy.)



Priklad 8.17. V urne mame 4 biele, 5 Cervenych a 6 belasych guliek. Ak z nej vyberieme 4 gulky, kolkymi
sposobmi mozu byt sfarbené.

Priklad 8.18. Kolkymi sposobmi moZeme rozmiestnit 20 roznych knih do kniZnice s piatimi poli¢kami
(predpokladajme, Ze na kazda policku by sa zmestilo vSetkych 20 knih).

Priklad 8.19. V rovine mame 25 bodov, z ktorych Ziadne 3 nie st kolinedrne. Kolko priamok a kolko
trojuholnikov urcuje tychto 25 bodov.

Priklad 8.20. Kolkymi sposobmi mozno umiestnit Sest réznych Ssachovych figirok na sachovnicu?

Priklad 8.21. Kolkymi sposobmi méZeme na Stvorcovej Sachovnici so 64 polami vybrat 3 polia tak, aby
nelezali v tom istom stIpci.

Priklad 8.22. Organizaény vybor sa skladd z 11 Tudi. Materidly vyboru st ulozené v trezore. Kolko
zdmkov musi maft trezor a kolko klicov treba pre kazdého ¢lena vyboru, aby lubovolna 6-tica trezor
otvorila a pre menej ako 6 ¢lenov bol trezor nedostupny.

Priklad 8.23. Dve osoby si rozdeluji 2n predmetov prvého druhu, 2n predmetov druhého druhu a 2n
predmetov tretieho druhu a to tak, aby kazda z nich dostala 3n predmetov. Dokézte, ze pocet sposobov
takéhoto rozdelenia je 3n% + 3n + 1.

Priklad 8.24. Kolkymi spésobmi mézeme vybrat 12 osob zo 17 ked pozadujeme, aby dvaja dani Tudia
neboli vybrani sticasne.

Priklad 8.25. HidZeme 6 rozliSitelnymi hracimi kockami, ktorych steny st ocislované éislami 1, 2, 3, 4,
5, 6. V kolkych pripadoch padne:

a) prave 5 roznych &isel

b) 6 roznych Eisel.

Priklad 8.26. Kolkymi sposobmi moZno rozdelit 12 minci rovnakej hodnoty do 5 réznych obélok tak, Ze
ani jedna obalka nezostane prazdna?

Priklad 8.27. HidZeme n nerozlisSitelnymi hracimi kockami, ktorych steny st oéislované ¢islami 1, 2, 3,
4, 5, 6. Kolko roznych st¢tov moze vznikniat? Kolko roznych rozpisov existuje (pocet kociek s ¢islom i,
1<1<n)?

Priklad 8.28. V skatuli st biele, modré a cervené gulicky, z ktorych ndhodne vyberiem 3n guliciek
(n > 1). Kolko existuje roznych farebnych zostéav (na poradi gulic¢iek v zostave nezalezi) za nasledujicich
predpokladov:

a) Ak v gkatuli je z kazdej farby prave 3n guliciek?

b) Dokézte, ze ak je v Skatuli z kazdej farby préve 2n guliciek, je tento pocet rovny

3n% +3n+ 1.

Priklad 8.29. Kolkymi sposobmi mozme natiahnut 5 prstefiov na 4 prsty jednej ruky (predpokladame,
Ze palec je prazdny).

Priklad 8.30. Kolkymi sposobmi mézeme ¢&islo 6k vyjadrit ako stcet troch réznych prirodzenych &isel?
Priklad 8.31. Kolkymi spdsobmi je mozné vybrat z 3n za sebou idtcich prirodzenych ¢isel 3 ¢isla tak,

aby ich sucet bol delitelny 3.

8.3 Permutacie

Priklad 8.32. Na kniZnej policke je m +n réznych knih, z ktorych m je v ¢iernom obale a n v ervenom.
Kolko existuje permutécii tychto knih, v ktorych knihy v ¢iernych obaloch zaujimaja prvych m miest?
Kolko existuje permutécii, v ktorych vSetky knihy v ¢iernych obaloch stoja vedla seba?

Priklad 8.33. Kolko roznych slov mézeme ziskat premiestiiovanim pismen v slove ,matematika‘?



8.4 Polynomicka veta a jej dosledky

Priklad 8.34. Kolkymi sposobmi mézeme rozdelit m + n + p predmetov do troch tried tak, aby v jednej
bolo m, v druhej n a v tretej p predmetov.
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Priklad 8.35. Zistite, s akym koeficientom sa objavuje 2223 v rozvoji polynému (z + y + 2)5:

Priklad 8.36. (a) Aky je koeficient ¢lenu 22y3z v rozvoji polynému (22 — y? + 32)S.
(b) Najdite koeficient pri 2%y8z v (22 + y? — 52)".
(c) Aky je koeficient pri u?v3z3 v (3uv — 2z +u + v)".

Priklad 8.37. Dokazte rovnost:

n _ n—1
(kl,kg,...,km) N (kll,kg,...,km>
n—1
+(k1,k2—1,...,km>

" + n—1
ki,koy... km—1

pren>1,k+---+k,=n,k >1

Priklad 8.38. Jedalny listok v Skolskom bufete sa nemeni a sklada sa z n roznych jedal. Aby strava
bola rozmanitejsia, Peter sa rozhodol vyberaf si obed kazdy defi inym sposobom (moZe si vybraf Tubolny
pocet jedal od 0 do n). Kolko dni sa mo6ze takto stravovat? Kolko jeddl pri tom zje?

Priklad 8.39. Jedélny listok v Skolskom bufete sa nemeni a sklada sa z n réznych jedal. Aby strava bola
rozmanitejsia, Jozko sa rozhodol vyberat si obed kazdy den inym sposobom, moze si vybrat Tubovolny
nepéarny pocet jedal od 0 do n. Kolko dni sa moze takto stravovat? Kolko jedal pri tom zje?

Priklad 8.40. Je danych (3n+1) predmetov, z ktorych n je rovnakych a ostatné st rozne. Urcte, kolkymi
spOsobmi je mozné z nich vybrat n predmetov.

Priklad 8.41. Dokézte, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo n plati:

1 n
2g<1+> <3.
n

Priklad 8.42. Dokézte, Ze plati
(a) (1 + %)n < e pre vSetky n > 1,
(b) (1 + %)nﬂ > e pre vietky n > 1,
(c) Pouzitim (a) i (b) dokdzte, Ze lim, .o (1 + )" =e.
(d) Dokéite, ze (1—1)" <L < (1— L)
Priklad 8.43. Kolko roznych ¢lenov vystupuje na pravej strane v sume (21 +2a+- - -+x)" v polynomickej
vete.

Priklad 8.44. Kolkymi sposobmi je mozné vybrat neparny pocet predmetov z n predmetov.

Priklad 8.45. Spoditajte:

I n(}):

k=0



8.5 Iné

Priklad 8.46. Kolko je vSetkych delitelov ¢isla n = p{*ps? ... p%r, kde p1, pa, ..., pr sU rézne prvocisla,
a; > 1?7 Comu sa rovna stdet delitelov?

Priklad 8.47. Kolko roznych stc¢inov mozno dostat z &isel 1, 2, 3, 5, 7, ak sa v jednom stcine ¢initele
neopakuju.

Priklad 8.48. Ku kazdému dvojcifernému ¢islu pripoc¢itame ¢islo, ktoré je zapisané tymi istymi ciframi,
ale v opacnom poradi. Kolko z tychto sa¢tov je Gplnym Stvorcom?

Priklad 8.49. Uréte pocet a sucet vSetkych 4-cifernych ¢isel zostavenych z ¢islic 1 az 6, ktoré su delitelné
3.

Priklad 8.50. V urne je 100 guli: 28 &ervenych, 20 zelenych, 12 zltych, 20 modrych, 10 bielych, 10
Glernych. Aky najmensi podet guli treba vytiahnut, aby medzi nimi bolo urc¢ite 15 guli tej istej farby.

Priklad 8.51. Kolko existuje k prvkovych podmnozin mnoziny {1,2,...,n}, ktoré neobsahuju ziadne
dve za sebou iduce ¢isla.

Priklad 8.52. Kolko funkcii f : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} je monoténnych, t.j. pre i < j plati
f@) < £()

Priklad 8.53. Kolko je r-varidcii n prvkovej mnoziny, ktoré fixny prvok z mnoziny obsahuji a kolko je
takych, ktoré dany fixny prvok neobsahuju.

Priklad 8.54. Krotitel Seliem chce priviest do manéze n levov a k tigrov, pricom ziadne 2 tigre nesmu
ist bezprostredne za sebou. Kolkymi spésobmi moze Selmy zoradif? Prevedte diskusiu vzhladom k volbe
nak.

Priklad 8.55. Kolko existuje 10 cifernych éisel, v ktorych je stcet ¢islic rovnych 3: a) za predpokladu,
Ze prvéa cifra je rozna od nuly? b) v pripade éisiel od 1 do 9999 9997

Priklad 8.56. Kolko existuje trojuholnikov s celoéiselnymi stranami, ktorych obvod je 40, resp. 43.

Priklad 8.57. Dokézte, ze pocet trojuholnikov s celodiselnymi stranami a s obvodom 4n + 3 je o n+ 1

.....

Priklad 8.58. V kolkych cislach od 1 do 999: sa vyskytuje ¢islica 9, éislica 0, éislica 9 dvakrat, ¢islica 0
dvakrat, ¢islice 0 a 9 sticasne, Cislice 8 a 9 sticasne.

Priklad 8.59. Dokézte (napr. matematickou indukciou) vylepSeny odhad pre faktorial:

n n n n
e<7) gnlgen(7> ,n>1
e e

Priklad 8.60. Mame 3 sliepky, 4 kacky a 2 husy. Kolko existuje moznosti pre vyber takych skupin, v
ktorych sa vyskytuje aspon 1 sliepka, aspon 1 kacka a asponi 1 hus.

Priklad 8.61. Uvazujme kocky domina od (0,0), ..., (n,n). UkdZte, Ze pocet kociek so suc¢tom 6k (n—r)
sa rovnd poc¢tu kociek so stiétom (n + r), pricom tento podet sa rovna L"‘TTHJ Zistite celkovy pocet
kociek domina.

Priklad 8.62. Uréte sucet vSetkych trojcifernych ¢isel, ktoré je mozné napisat pomocou cifier 1, 2, 3, 4.
Priklad 8.63. Urcte stcet vSetkych pétcifernych ¢isel, ktoré je mozné zapisat pomocou cifier 1, 2, 3, 4,

5, pricom kazd4 cifra sa vyskytuje prave raz. T ist tlohu rieste pre péfciferné ¢isla, ktoré je mozné
zapisat pomocou cifier 1, 2, 3, ..., 9 — kazda cifra sa vyskytuje najviac raz.



Priklad 8.64. Tridsat maturantov jedného gymnézia si podalo prihlasku na dalsie stidium na niektort
zo Siestich fakult Slovenskej technickej univerzity. Vyuzili moZznost podat viac prihldSok a tak polovica
ziakov podala prihlasku aspon na tri fakulty. Tretina Studentov si podala prihldsku na viac ako tri fakulty.
Na fakultu architekttry sa vzhladom na talentové prijimacie skisky nehlésil nikto. Dokézte, Ze na niektort
zo zvysnych piatich fakult sa prihldsilo menej ako dvadsat studentov.

Priklad 8.65. Mame n ziaroviek — kazd4 z nich svieti (je v stave 1) alebo je zhasnutd (je v stave 0).
Okrem tychto ziaroviek mame jedno tlacidlo, ktoré je naprogramované tak, ze vzdy po stlaceni vykona
takito ¢innost: ndjde poziciu najlavejSej rozsvietenej Ziarovky a zapamiita si ju ako i, potom néjde
poziciu najpravejSej zhasnutej ziarovky a zapaméta si ju ako j. Ak také pozicie existuju a ¢ < j, potom
i-tu ziarovku zhasne a j-tu Ziarovku rozsvieti. V niektorych situdciach stlacenie tla¢idla uz ni¢ nezmeni
— hovorime tomu stabilny stav.

a) Zistite, kolko existuje stabilnych stavov pre n Ziaroviek.

b) Zistite, kolko existuje roznych podiatoénych stavov pre n ziaroviek, z ktorych po jednom stladeni
tlacidla nastane stabilny stav.



