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Vzorové riesenia ulohy 6.1

Bodovanie

Kazdy korektny dokaz bol ohodnoteny 5-timi bodmi.

Uloha

Dokéazte ze jazyk
2
L={a"|ne N}

nie je regularny pomocou:
a) Lemy 3.12

b) Pumpovacej lemy

a)

Lema 1 (lema 3.12) Nech L C X* je requldrny jazyk a x,y € ¥* st také slovd nad rovnakou
abecedou, Ze 0(x,qo) = 0(y, qo). Potom pre lubovolné slovo z € ¥* plati
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Dokaz spravime sporom. Nech L je regularny jazyk. Potom existuje koneény automat M =
(Q,%,qo, F,8), L(M) = L ktorj ho akceptuje. Zoberme slovo u = a!?!. Vjpocet automatu M na
slove u je dlhy |@Q| + 1 krokov a preto sa vo vypocte musia nejaky stav zopakovat. To znamena,
e existuju i < j < |Q| také, ze 6(a’,q0) = 6(a?,qo). Podla lemy 3.12 pre Iubovolné z € &*
plati, 7e a'z € L & a’z € L. Zoberme z = al@P—i. Zjavne a'z € L. Podla lemy 3.12 slovo
v=alz = alalQ’ " = ¢lQP+i~ patri do jazyka L. Zoberme si jeho dlzku. |v| = Q> +j—i. Z
toho 7e i < j vieme, ze |v| > |Q|?. Z toho, Ze i, j < |Q| dostaneme Ze |v| < |Q|?+|Q|. To znamen4, ze
|QI* < Jv| < |QI*+|Q|. Mbze byt |v| stvorec? Najblizssi stvorec k |Q?] je (|Q|+1)? = |Q|*+2|Q|+1
a teda |v| nemoze byt Stvorec a preto nemoze patrit do jazyka L. To je ale spor. Preto L nie je
regularny.

Poznamka: N3ajst také slovd, na ktorych automat skonéi v tom istom stave sa dd aj inaé.
Napriklad si moézeme zobrat Tubovolnych |F'| + 1 slov z jazyka L z dirichletovho principu dosta-
neme, %e na nejakych dvoch sloviach automat M skonéi v rovnakom akceptacnom stave (pozor,
akceptacnych stavov moze byt viac, ¢o ste si mnohi vo svojich rieSeniach neuvedomovali).

b)

Lema 2 (Pumpovacia lema) Nech L C X* je requldrny jazyk. Potom ezistuje konstanta ng
takd, Ze kaZdé slovo w € ¥*, |w| > ng sa dd rozdelit na tri éasti w = yxz tak, Ze plati:

1. |yz| < ng
2. x| > 1

3. {yz*x|k € N} C L alebo {yz*z|k € N}n L = 0.



Doékaz spravime sporom. Nech L je regularny jazyk. Potom existuje konstanta ng taka, ze pre

kazdé slovo. .. Zoberme teda slovo w € L, |w| > n3 (pozndmka — zobrali sme ovela dlhsie slovo,
ako potrebuje pumpovacia lema. Tam by staéilo slovo dizky ng. Ale s tymto slovom sa nam bude
lepsie dokazovat). Kedze w € L, tak w = a”’ pre nejaké n > ng. Podla pumpovacej lemy ho vieme
rozdelif na tri ¢asti w = yxz, také, Ze |yx| < ng,|z| > 1. Z toho vyplyva, Ze |z| < ng < n. Kedze
w € L, tak z pumpovacej lemy dostaneme e v = yz?z € L. Ale |v| = |w| + |z| = n? + |z|. KedZe
|z| <, tak aj |z| < 2n+ 1 a preto |v| lezi medzi dvoma Stvorcami, |v| nie je Stvorec. Dostali sme
sa do sporu s predpokladom a preto L nie je regularny jazyk.
Poznamka: Niektori z vas ste v rieseni uviedli, Ze z pumpovacej lemy vyplyva ze ng = n2.
Toto nie je pravda. Pumpovacia lema nehovori ni¢ o tom, aké velké je ng. Hovori iba Ze pre kazdy
reguldrny jazyk také ng existuje. Z dokazy pumpovacej lemy vyplyva, Ze ng staci aby bolo |Q| (ale
pre konkrétne jazyky to moze platif aj pre mensie ¢isla, ale éislo |Q| je dostatoéné).

Vzorové riesenia ulohy 6.2

a)

Nech M je koneény automat s n stavmi, ktory akceptuje L. Nech u = wrw’ a |w| > n. Potom
aspon raz nastane situacia, ze sa automat M pri ¢itani slova w ocitne aspon dvakrat v rovnakom
stave. Nech sa tak stane po prec¢itani prvych i respektive j znakov slova w. Bez ujmy na vSeobec-
nosti mozeme predpokladat, ze i # j. Oznac¢me si w; prvych i znakov slova w(obdobne wj;). Teda
(g0, w;) Fi= (P, A) a (go,w;) Fiy= (p,A). Nech v je slovo w bez prefixu w;. Potom podla lemy
3.12 automat M musi akceptovat aj slovo wjvzw! (pretoze akceptuje wvzw? = wrw?), ktoré
nepatri do jazyka L. To je spor, teda jazyk L nie je regularny.

b)

Tu si treba uvedomit, ze { \zAf|z € {0,1}*} C {wzw? |z, w € {0,1}*}. Teda {0,1}* C {wrw!|z,w
{0,1}*}. Teda aj {0,1}* = {warw’|z,w € {0,1}*} = L. Takyto jazyk je regularny a akceptuje ho
Tubovolny koneény automat, ktory méa vsetky stavy akceptacné.

Casté chyby: Treba dodrziavat konzistentnost oznacenia. Ked si raz oznaéite v = wrw’, tak
nemodze zaroven platit v = wx. Vo viacerych rieseniach ste postupovali nasledovne. Najskor ste
zobrali slovo v = wlxlwf, kde wy; = 10 a = = 00. Slovo v; patri do jazyka L. Potom ste zobrali
slovo vy = wozawlt, kde we = 1 a x = 0000. Na zaklade toho ste tvrdili, Ze vo nepatri do jazyka
L. Ale v1 = vy, tak ako mozZe to isté slovo patrit aj nepatrit do toho istého jazyka?

Vzorové riesenie ulohy 6.3

Hladédme (deterministicky) automat s najmensim moznym poénom stavov, ktory akceptuje jazyk
obsahujici prave 1000 slov nad {a,b}. Naga tiloha sa d4 rozdelit na dve €asti: najprv zostrojime
automat s 11 stavmi (horny odhad — ukazeme ze vysledok je najviac 11) a potom dokdzeme, Ze
na menej ako 11 stavov to nejde (dolny odhad).

S



HOI'IIS’ odhad Ukézeme, ze automat M = ({QOa cee 7(]10}» {a7 b}a 57 q0, {Q37 q5,46, 97,48, QQ})a kde

0(q0,¢) = q, cé€{a,b},
5(q1,¢) = gqo, ce€{a,b},
d(q2,¢) = g3, ce€{a,b},
d(gz,c) = qu, cé€{a,b},
0(qa,c) = g5, c€{a,b},
5(gssc) = gqs, c€{a,b},
d(gs,c) = qr, c€{a,b},
d(qr,¢) = g8, c€{a,b},
d(gs, c) gs, c€{a,b},
6(g9,¢) = quo, c€{a,b},
0(q10,¢) = qio, c€{a,b},

akceptuje jazyk, ktory ma prave 1000 slov. Automat ma jediny cyklus, v stave ¢;0. UkaZeme si,
ako vyzeraju triedy K L[q;]: Trieda K L[qo] obsahuje zjavne len prézdne slovo. Do stavu ¢ sa
dé dostat len zo stavu g, na pismena a a b. Preto K L[¢:] = K L[qo] - {a,b} = {a,b}. Podobnym
sposobom mézeme popisat vietky triedy K L[g;] na zdklade K L[q; 1] a dostdvame K L[q;] = {a,b}".
Rozdiel bude az v stave ¢ig, ktory nas vSak uZ nezaujima, pretoZe nie je akceptaény. (A ani
sa z neho nevieme dostat do Ziadneho akceptacného stavu.) Vidime, ze |KL[g]| = 2° a preto
|L(M)| = |KL[gs]| + |KLgs]| + |KLge]| + | K Llgr]| + [KLgs]| + [ K Lgo]| = 2° +2° +2° + 27 +
28 + 29 = 1000. Inym spdsobom ako ukézat, ze L(M) = {w|lw| € {3,5,6,7,8,9}} je ukdzat obe
inklazie. Myslienkou jednej inkltzie je, Ze kazdé slovo spravnej dlzky skonéi v akceptadnom stave.
Myslienkou opacnej inkuzie je, ze kazdé akceptované slovo mé spravnu dlzku. Zamyslite sa nad
tym, ako by vyzeral poriadny (formdlny) dokaz oboch inkluzii.

Dolny odhad Chceme akceptovat koneény jazyk, preto musi platit, Ze medzi akceptaénymi
stavmi a stavmi, z ktorych sa d4 dostat do akceptacnych stavov nie je cyklus. Cyklus moze byt
len v stavoch, z ktorych sa uz nevieme dostat do akceptacného stavu. Navyse takyto ,odpadovy“
stav musi existovat, pretoze musime vediet doditat kazdy vstup. Predpokladajme Ze mame menej
ako 11 stavov, jeden z nich je odpadovy, preto mame najviac 9 neodpadovych stavov. Na tychto
stavoch nie je cyklus, preto mézeme akceptovat slova dizky maximalne 8. (Zamyslite sa nad tym
preco. Pomdcka: v minulej sade domécich tloh bol priklad, ktory sa venoval miniméalnemu poctu
stavov, ak chceme akceptovaf slova istej dizky.) Kolko je slov, ktoré maji dizku najviac 87 Je ich
20 421 4... 428 = 511. Z toho vyplyva, ze 10 stavovy automat nemédze akceptovat koneény jazyk
obsahujuaci 1000 slov.

.....

Hodnotenie, poznamky Vii¢Sina z vas nerobila dolny odhad, ¢o vam nejaké bodiky ubralo.
Niektori ani neukazovali, Ze automat ktory zostojili akceptuje prave 1000 slov, ¢o je tiez chyba.
Drvivej vicsine sa vSak podarilo aspoii najst spravny automat.



