Uvop po TI 2010

Vzorové riesenia ulohy 4.1

Bodovanie

Doévod preco vela z Vas malo méalo bodov bolo to, Ze ste sa nepokusili svoje tvrdenia dokazaf,
pric¢om to je velmi dolezit4 sucast tlohy. Body sa udelovali nasledovne:

e 2 body za spravne definovany kone¢ny automat (¢i uz nakresleny, alebo definovany pomocou
mnozin a ¢ funkcie)

e 3 body som daval za spravne definované mnoziny Kl[g;]

e Bonus 1 bod som udeloval ak niekto forméalne definoval spravne skoro vSetky mnozZiny K[g;]
(jedna z mnozim mohla byt chybnd)

e 5 bodov som daval za spravny dokaz
Uvedené pocty bodov boli maximéalne, ak sa niekde vyskytla chyba, tak sa body strhavali.
Riesenie
Automat

Vzorovy automat M = (Q,{a,b,c},d,qo, {Qr}) mé 5 stavov Q = {qo, G, Gea, Geac, ¢F }- Jeho delta
funkcia je nasledovna:

6(g0,2) = qo,z € {a,b}
6(g90,¢) = qe
6(gc,a) = gea
6(qes0) = qo
6(ges0) = qe
6(¢easa) = qo
6(qeasb) = Qo
0(geas€) = qeac
0(qeacs @) = ¢ea POZOR! Toto mala vicsina zle!
6(qeacsb) = qr
6(qeacs ) = e
o(gr,x) = qr,x € {a,b,c}

Vsimnite si oznadeny riadok. Vela z Vas totiz spravilo taky automat, ktory nadital cac a potom
ked mal na vstupe a tak Siel do podiatoéného stavu. To je zle, lebo ak po cac pride a, tak to
znamend, %e refazec konéi na ca a teda chceme byt v stave q.,.

Mnoziny Kl[g]

Teraz uvediem niekolko spravnych definicii (za fubovolnt z nich by ste dostali plny poéet bodov).
Potom uvediem niektoré nespravne riesenia tejto podulohy a vysvetlim co je na nich zle.



Spravne: Prvé rieSenie za 3 body.

KL[g] =L = {u|u neobsahuje cacb a nem4 sufix ¢ alebo ca}
KL[g) = {u|u neobsahuje cacb a méa sufix ¢ a nem4 sufix cac}
KL[q.a] = {u]u neobsahuje cacb a ma sufix ca}
KL[qecac)] = {ulu neobsahuje cacb a mé sufix cac}
KL[gr] = {u|u obsahuje cacb}

Iné rieSenie za 4 body (3 body za spréavnost + bonus).

Kllgr) =L = A{u|lu= zcacby,z,y € ¥}
Klgeae) = {ucaclu € ¥*,u ¢ L}
Kllqea) = {ucalu e, u ¢ L}
Kllg.] = {udueX*u¢L,(Vx € ¥")u # xca}
Kllg] = Aulué¢ L, (Vo € £%)(u # xc Au # xca)} = 57 = Kllge] — Kllgea] — Kl[gr]

Poslednti definiciu mnoziny Kl[gp] sme uviedli v dvoch tvaroch. Obidva st spravne. Vsimnite si,
ze druhy tvar pouzil predchddzajice mnoziny. Toto mozete spravit, ale musite si dat pozor, aby
ste v definiciach nemali cyklus, ¢o sa niekolkym z Vas podarilo.

Nespravne riesenie:

Klqo] Klqo] - {a,b} U Kl[q]b U Kl[qea] - {a,b}
Kllg] = KlgolcU Kl[g]cU Kl[gcac]c
Kllgeal = Kllgc]aU Kllgeacla
Kl[geae) = Kl[gealc
Kllgr] = Kl[geae] U Kl[gr] - {a,b,c}

Problém takéhoto rieSenia je, ze mnoziny Kl[qg] a Kl[q.] a Kl[gr] st definované pomocou samého
seba. Vieme z toho popisu povedat, ktoré slova do tych mnoZin patria? Aj keby sme sa zbavili
tohto, tak tam ostane dalsi cyklus. Preto ak chcete definovat jednu mnoZzinu pomocou druhej, tak
si dajte pozor, aby ste v definiciach nemali cyklus.

Rada: ked napicete posisy mnozin Kl[g;], tak si skontrolujte, ¢i je kazda dvojica z nich disjunktna
(maju préazdny prienik) a ¢i ich zjednotenie ddva 3*. Ak nie, tak moZete z uréitostou povedab, ze
niekde mate chybu.
Dokaz
V prvom rade si treba uvedomit, ¢o treba dokézat:
e Treba dokazat, Ze automat M akceptuje jazyk L (Lp = L).
e Treba dokdzat, Ze popisy Kl[g;] st spravne. To znamend, Ze ak
Kl'[qr] {ulu = zcacby, z,y € £}
Kl'lqeae] = Hucaclu € ¥*,u ¢ L}
Kl'lqea) = {ucalue X u¢ L}
Kl'lg.] = {uclueX*ué¢L,(Vz € X")u# xca}
Kl'lg] = {ulué¢ L, (Vo € ¥%)(u # xc Au # xca)}

tak Ki[q;] = {uld(qo,u) = ¢;} = KU'lg;] (prva rovnost je definicia mnoziny Ki[g:]).



Vsimnite si, ze Kllgr] = Ly a zéroven Kl'[qrp] = L ¢o znamend, Zze ak dokdzeme druhé
tvrdenie, tak tym zaroven dokazeme aj prvé tvrdenie.
Nech k je mnozina slov nad abecedou o a M, (k) je funkcia definovana nasledovne:

My (k) = {ulu € k, |u] = n}

Inymi slovami iba zoberieme vietky slova dizky n. Aby sme dokizali pozadované (druhé) tvr-
denie, ukdZzeme indukciou nasledovné tvrdenie: pre vSetky prirodzené ¢isla n plati M, (Kl[¢;]) =
M, (KU[q]), 0 € Q

1. Nech n = 0. Kl'lgo] = {\}, KU[g)] = 0,¢; € Q¢ # qo Kedze 6(qo, \) = qo, tak tvrdenie

plati.

2. Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre n. Zoberme slovo u € ¥*, |u| = n + 1. UkéZeme Zze
nech §(qo, u) = ¢;. Ukdzeme, ze u € M, 1(KU'[g;]), ¢im ukdzeme ze Kl[q;] C Kl'[g;]. Kedze
to ukdzeme pre kazdé u, tak Kl[q;] = KU'[¢;].

Slovo u si rozdelime na dve Casti: u = 2y, kde |z| = n a y € X. Zoberme si stav ¢ = §(qo, ).
Z definicie K1 vieme, ze slovo u patri do Kl[g;], kde ¢; = 0(q,y). UkéZeme, ze u patri do
K1'[g;]. Rozoberieme vSetky pripady, ¢omu sa méze rovnat q.

*q

qo Méame dve moznosti pre y:

y € {a,b}. Z definicie vieme, ze zy € Kl[qo|. Z indukéného predpokladu vieme, ze
x € Kl'[q]. KedZe x nekonéi na ¢, ca a neobsahuje cach, tak ani xy nebude kondéit
na ¢, ca a ani nebude obsahovat cacb. Preto xy € K1'[qgo].

y = c. Z definicie vieme ze zy € Kl[q.]. Z indukéného predpokladu vieme, ze x €
K1'[qo]. To znamen4, Ze x neobsahuje cach, nekonéi na ¢, ca ani cac. To znamena,
Ze ak za neho priddme ¢, tak bude konéif na ¢ a nie na cac a preto zy € Kl'[q.].

g Mame tri moznosti pre y:

— y = a. Z definicie vieme, %e zy € Kl[qc). Z indukéného predpokladu vieme, Ze

x € Kl'[g.]. To znamen4, ze x neobsahuje cacb a konéi na ¢ a nekonéi na cac. Ak za
x priddme znak a, tak potom xa konéi na ca, neobsahuje cacd a teda xy € Kl'[geq).
y = b. Z definicie vieme, ze xy € Kl[qo]. Z indukéného predpokladu vieme, ze
x € Kl'[g;]. To znamend, Ze x neobsahuje cach, kon¢i na ¢ a nekonéi na cac. Ak
za x pridame znak b, tak xb nekon¢i na c,ca,cac a ani neobsahuje cach a preto
zy € KU'[qo].

y = c. Z definicie vieme, ze xy € Kl[q.]. Z indukéného predpokladu vieme, Ze
x € Kl'lg.]. To znamend, Ze x neobsahuje cacb a koné¢i na c¢ ale nekonéi na cac.
TakZe zc nebude stale obsahovat cach, nebude konéif na cac a bude koncif na c.
To znamena, ze zy € Kl'[q.].

® ¢ = (cq Mame dve moznosti pre y:

— y € {a,b}. Z definicie vieme, 7e zy € Kl[qo]. Z indukéného predpokladu vieme, ze

x € Kl'[qeq). To znamend, Ze x neobsahuje cacb a konéi na ca. Preto zy,y € {a,b}
nebude stéle obsahovat cacb a nebude koncit na ¢, ca ani cac. Preto xy € KI'[q].
y = c¢. Z definicie vieme, Ze zy € Kl[geqc- Z indukéného predpokladu vieme, Ze
x € KU'[qeq]- Preto x neobsahuje cach, konéi na ca. Ak priddme ¢, tak xc konéi na
cac a stéle neobsahuje cachb. To znamena, ze xy € Kl'[geqc)-

® ¢ = (cqe- Mame tri moznosti pre y:

— y = a. Z definicie vieme, 7ze 2y € Kl[geq. Z indukéného predpokladu vieme, ze

x € Kl'[geac]. To znamend, Ze x neobsahuje cacb a konéi na cac. Ak priddme znak
a, dostaneme refazec xy konciaci na caca ¢o znamené Ze konéi na ca. xy neobsahuje
cach (ak by obsahovalo, tak by = muselo obsahovat cacb) a preto zy € KI'[qcq]-



— y = b. Z definicie vieme, ze xy € Kl[gr|. Z indukéného predpokladu vieme, Ze
x € KU'[geac]- To znamend, Ze x neobsahuje cacb a konéi na cac. Ak priddme b, tak
x bude konéit na cacb (Eize uz obsahuje cacb) a preto xy € Kl'[gr].

— y = c. Z definicie vieme, ze zy € Kl[g.]. Z indukéného predpokladu vieme, ze
x € KU'[geac)- To znamend, Zze x neobsahuje cacb a konéi na cac. Ak priddme znak
¢, zy stale nebude obsahovat cach a bude konéit na cacc, ¢ize splita podmienky pre
mnozinu K!'[g.] a teda mozeme napisat zy € Kl'[q.].

e ¢ = qp. Pre Tubovolné y, qr = d(q,y), ¢ize zy € Klqr]. Ak x obsahuje cacbh ako
podslovo, tak potom aj xy obsahuje cacb ako podslovo a preto xy € KU'[qr].

Dokézali sme si, Ze pre vSetky prirodzené &isla n plati M, (Kl[q;]) = M, (KU'[g:]),q; € Q. Z toho
uz priamo vyplyva, ze Kl|q;] = Kl'|¢;], ¢; € Q.

Vzorové riesenia ulohy 4.2

a)

Automat moze vyzerat napriklad takto:
Ml = (K72757q07F)

K = {CIO7Q1,(12,C]37Q4,C]5}

®=1{0,1}
F = {q}
Pechodové funkcia vyzera nasledovne:
8(qo, 1) =q1  6(q1,1) =¢s 0(g2,1) =q3  d(g3,1) = g5 6(qa,1) = qa
5(q0,0) = g5 5(q1,0) = q2 3(q2,0) = g5 6(q3,0) = qu 5(q4,0) = qa
3(gs,1) = g5 3(g5,0) = g5
Potom pre koneény automat M; plati:
KL[go] = {\}
KL[q:] = {1}
K L[go] = {10}
K L[gs] = {101}
K Llga] = {1010}{0, 1}
KL[gs] ={0,11,100,1011}{0,1}*}

Teraz este musime dokazaf, Ze automat akceptuje jazyk L;. DokaZeme to indukciou cez dlzku
slova.

Baza: Zoberme si slova dlzky najviac 4. Jediné takéto slovo, ktoré automat M; akceptuje je
1010 a je to zaroven jediné slovo, ktoré patri do jazyka L;. Teda automat M; akceptuje slova
dlzky najviac 4 prave vtedy ked patria do jazyka L.

P(i) = P(i+1): Zoberme si slovo w; dlzky i. Nech automat toto slovo neakceptuje(akceptuje),
teda po precitani tohoto slova sa nachddza v stave g5(qq). Podla indukéného predpokladu slovo
wy nemd(ma) prefix 1010 a teda ani(aj) po pridani jedného znaku nebude(bude) mat prefix 1010.
Takisto automat po preéitani dalsieho znaku sa zo stavu ¢5(q4) nedostane.



b)
Automat moze vyzerat napriklad takto:

Ml = (Kaz,(saquF)

K ={q0,q1,92}
s = {0,1}
F= {(I2}

Pechodova funkcia vyzera nasledovne:

9(qo0,1) = qo 0(q0,0) = @1
d(q1,1) = qo 0(q1,0) = ¢2
3(q2,1) = @2 3(q2,0) = ¢2

Potom pre konecny automat M, plati:

K Ligo] = {1,01}"
K L] = {1,01}*{0}
K Llga] = {0,1)7{00}{0, 1}*

Teraz este musime dokazaf, Ze automat akceptuje jazyk Lo. Dokazeme to indukciou cez dlzku
slova.

Baza: Zoberme si slova dlzky najviac 2. Jediné takéto slovo, ktoré automat M, akceptuje je 00
a je to zéaroven jediné slovo, ktoré patri do jazyka Lo. Teda automat M, akceptuje slova dizky
najviac 2 prave vtedy ked patria do jazyka Ls.

P(i) = P(i+1): Zoberme si slovo w; dlzky i. Nech toto slovo obsahuje podslovo 00. Potom po
pridani jedného znaku bude patrit do jazyka Lo a aj automat M, ho bude akceptovat.

Zoberme si slovo wy dlzky i. Nech toto slovo neobsahuje podslovo 00 a mé sufix 0. Potom sa
automat po preéitani tohoto slova nachidza v stave g;. Slovo ws1 nepatri do jazyka Lo a takisto
5(q1,1) = qo, teda automat M,y neakceptuje slovo wsl. Slovo wy0 patri do jazyka Lo a takisto
5(q1,0) = go, teda automat M, neakceptuje slovo ws0.

Zoberme si slovo ws dlzky 4. Nech toto slovo neobsahuje podslovo 00 a mé sufix 1. Potom sa
automat po precitani tohoto slova nachidza v stave qg. Slova w3l a w30 nepatria do jazyka Ly a
takisto d(go, 1) = qo a d(qo,0) = g1, teda automat Mo neakceptuje slova wsl a ws0.

c)
Automat moze vyzerat napriklad takto:
M3 = (Kaz,(quOaF)

K ={q0,91,92,93, 94,45, G, 97}
S ={0,1}
F= {(IG}



Prechodova funkcia vyzera nasledovne:

(q0,1) =q1  0(q0,0) = g5 (a1, 1) =¢3  (q1,0) = g5
0(q2,1) =q3  6(q2,0) = g5 0(g3, 1) =¢q5  6(q3,0) = qu
6(g1,1) = g7 6(qs,0) = s 6(¢5,1) =¢q5  9(g5,0) = g5
5(q6,1) = go 3(q6,0) = ge 5(qr, 1) = q7 3(q7,0) = qu

Potom pre konecny automat M; plati:

KLgs] = {1010}{110}*{0}{0, 1}*
K L[q7) = {1010}{170}*{1}*

KLlgo] = {A\}

KL[gi] = {1}

KLgo] = {10}

K'Llgs] = {101}

KLlg:] = {10101{1%0}"

K L[gs] = {0z, 112,100z, 1011x|z € {0,1}"}
[46]
[a7]

Teraz este musime dokéazat, Ze automat akceptuje jazyk L3 = L; N Lo. DokéZeme to indukciou
cez dizku slova.

Baza: Zoberme si slova dlzky najviac 5. Jediné takéto slovo, ktoré automat Mz akceptuje je
10100 a je to zaroven jediné slovo, ktoré patri do jazyka Ls. Teda automat M3 akceptuje slova
dlzky najviac 5 prave vtedy ked patria do jazyka Ls.

P(i) = P(i + 1): Zoberme si slovo w; dlzky i. Nech automat toto slovo akceptuje, teda po
precitani tohoto slova sa nachadza v stave gg. Podla indukéného predpokladu slovo w; mé prefix
1010 a obsahuje podslovo 00. Teda slovd w1 aj w10 patria do jazyka Lsz. Takisto §(gs, 1) = g6 a
d(gs,0) = gs, teda automat Mz akceptuje slova wql a w;0.

Zoberme si slovo wy dlzky i. Nech wy € KL[4]. Potom wyl ¢ L3 a 6(qq,1) = g7, teda Ms;
neakceptuje ws1. Podobne w20 € L3 a 6(qq,0) = gg, teda M3 akceptuje wol.

Zoberme si slovo ws dlzky i. Nech w3 € (KL[0] U KL[1] U KL[2] U KL[3] U KL[5] U KL[7]).
Potom w3l € L3 a w30 ¢ Lz. Takisto zo stavov qo,q1, q2, ¢3, g5, g7 sa automat M3 nedostane do
akceptacného stavu. Teda M3 neakceptuje slova wsl a w30.

Casté chyby: A7 na par vynimiek nikto neuviedol dokaz ekvivalencie jazyka a navrhnutého
automatu. Niektori ste zabudli napisat, ktory stav je pre automat akceptacny.

Vzorové riesenia ulohy 4.3

Zadanie: Kolko existuje jazykov nad abecedou {a, b}, ktoré dokéze rozpoznat koneény automat
s dvoma stavmi?

Riesenie: Ak mame dany pocet stavov a abecedu kone¢ného automatu, jednotlivé KA sa od seba
mozu lisit iba prechodovou funkciou a mnozinou akceptujucich stavov. Prechodovi funkciu mozno
zadat 2% = 16 roznymi sposobmi (6(go,a) = qo alebo ¢17, §(go,b) = qo alebo 17, §(q1,a) = qo
alebo q1?, 8(q1,b) = qo alebo ¢17). Akceptujiice stavy mo#no vybraf 4 roznymi sposobmi (Ziaden,
qo, g1, obidva). Mozeme teda vytvorit 16 x 4 = 64 roznych automatov.



Dva rozne automaty vSak mozu rozpoznédvat rovnaky jazyk, a nasSou tlohou je zistif pocet
jazykov, nie automatov. Napriklad ak automat nema ani jeden akceptujici stav, potom nebude
akceptovat Ziadne slovo a nezélezi na tom, akil mé prechodovi funkciu. Dokonca ani automat
s akceptujlicim stavom ¢; nebude akceptovat ziadne slovo, ak d(qg,a) = 6(go,b) = ¢o. Podobne
automat s oboma akceptujicimi stavmi bude akceptovat kazdé slovo; rovnako ako automat s
akceptujtcim stavom qo, kde §(qo,a) = §(go,b) = qo.

L, = () — ziadne slovo

Ly = {¥*} — vSetky slovd

Pri hladani dalSich jazykov moZeme vychadzat z predpokladu, Ze automat mé prave jeden
akceptacny stav, a ze aspoii jedna z hodnot d(qo, a) a 6(qo, b) sa rovné g;. Mdme teda dve moznosti
pri vybere akceptujiceho stavu, tri moznosti pri vybere §(qo,a) a d(qo,b), a Styri moZnosti pri
vybere 6(q1,a) a d(q1,b). To je spolu 2 x 3 x4 = 24 roznych automatov.

Viaceri riesitelia uviedli éislo 24 ako vyslednt hodnotu a zabudli pripocitat dva horeuvedené
jazyky. (Niektori riesitelia pripocitali iba jeden jazyk, zrejme v domnienke, ze prazdny jazyk alebo
automat bez akceptujicich stavov nemozno povazovat za rieSenie.) Spravna hodnota je teda 26 —
a aj to len za predpokladu, ze ziadne dva z tychto novych 24 automatov nerozoznéavaju rovnaky
jazyk.

Dokaz roznosti tychto dalsich jazykov mozno urobit napriklad hrubou silou; sta¢i do kazdého z
nich dosadit slova {\, a, b, aa, ab, ba, bb} a ukaze sa, ze kazdy z automatov akceptuje ini podmno-
Zinu tejto mnoZiny. Toto dosadzovanie moZeme nahradit aj vhodnou logickou Gvahou.

Pre zaujimavost, tu st uvedené dalsie jazyky rozoznatelné koneénym automatom s dvoma
stavmi. Pri vSetkych vzorcoch predpokladame n > 0; podobne pri slovhom popise vyraz “parny
pocet” zahfiia aj nulu. Zapis {w’} znamena {\, w}.

L3 = {\} — prézdne slovo

Ly = {X7} — nepréazdne slova

Ly = {£*aX*} — slova obsahujtce a

L = {¥*bX*} — slova obsahujtce b

L; = {b*} — slova neobsahujtice a

Lg = {a*} — slova neobsahujtce b

Ly = {¥*a} — slové konéiace na a

Lip = {¥*b} — slov4 kondiace na b

Ly, = {\, X*b} — slova nekonciace na a

Li5 = {\, X*a} — slova nekonciace na b

Lz = {¥?"} — slova parnej dlzky

Ly = {¥?"*1} — slova nepérnej dlzky

Lis = {(b*a)?"b*} — slova obsahujiice parny pocet a

L1 = {(a*b)*"a*} — slova obsahujiice parny pocet b

(
L7 = {(b*a)?"*1b*} — slova obsahujtice neparny pocet a
Lig = {(a*b)**"a*} — slova obsahujtice neparny pocet b
Lig = {(Z*b)7 n} — slovéa konéiace parnym poctom a
Lao = {(X*a)?b?"} — slové konéiace parnym poctom b
Loy = {(Z*b )? nt+11 — slova kondiace neparnym poctom a

Lys = {(Z*a)?b?"+1} — slova konéiace neparnym poétom b

Loz = {{)\, (£*b)"a?*1} — slova konéiace neparnym poétom a, plus prazdne slovo
Loy = {{)\, (¥*a)"b?>"T1} — slova konéiace neparnym poétom b, plus prazdne slovo
Los = {¥*ba?*"} — neprazdne slova konciace paArnym poétom a

Log = {¥*ab®*"} — neprazdne slova konciace parnym poctom b



