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Vzorové riesenia ulohy 3.1

P6vodné zadanie V povodnom zadani bola chyba, preto bolo dolezité, aby ste si uvedomili,
ako vyzeraju jazyky L, a Lo. V jazyku L; st slova dlzky 1, ktoré majt rovnako vela pismen a ako
pismen b. To znamend, %e L1 = ). (Pozor, neznamend to, ze L; neexistuje! MnoZina ¢&isel tvaru
2k + 1, ktoré s delitelné dvoma tiez existuje a je prazdna. To, Ze podmienke nevyhovuje ziadne
slovo znamena len to, Ze vysledny jazyk bude prazdny) Rovnako moézeme vidiet, ze Lo = ().

Preto netreba spravit ziadnu operaciu. (Aj nula operécii je koneény pocet.) Tym, ktorym by
vadilo, Ze nerobime Ziadnu operaciu pontkame nasledovné rieSenia: L1 U Ly = Lo, L1 N L1 = Lo,
h(L1) = Lo pre lubovolny homomorfizmus h, L1L; = Lo, atd.

Opravené zadanie Maéme jazyk, ktory obsahuje vSetky slova nad abecedou {a,b} s rovnakym
poctom pismen a a b. Chceme skonstruovat jazyk, ktory obsahuje vSetky slovd nad abecedou
{a, b, c} s rovnakym poétom pismen a, b a c.

Myslienka je nasledovné. Zostrojime pomocny jazyk L3, ktory bude obsahovat vSetky slova nad
abecedou {a, b, c} s rovnakym poctom a a b. Zostrojime pomocny jazyk Ly, ktory bude obsahovat
v8etky slovd nad abecedou {a,b,c} s rovnakym poc¢tom a a c¢. Potom Lo = L3 N Ly, pretoze
v prieniku budeme mat vsetky tie slovd, ktoré maju (rovnaky pocet a a b a ziroven rovnaky
pocet a a ¢), ¢o je presne to, ¢o sme chceli. Ostava uz len ukéazatf, ako skonstruovat L3 a Ly.
Jazyk L3 zostrojime inverznym homomorfizmom k homomorfizmu h; : {a,b,c}* — {a,b}*, ktory
zobrazi a na a, b na b a ¢ na \. Potom Lz = hy'(L1). (Inverzny homomorfizmus ,povkladd“ na
lubovoIné miesta fubovolny pocet pismen c¢). Podobne L4 zostrojime inverznym homomorfizmom
hy : {a,b,c}* — {a,b}*, ktory zobrazi a na a, b na A a ¢ na b. Inverznj homomorfizmus h, ' teda
zmeni pismena b na pismend c¢ a povklada na Iubovolné miesta Iubovolny pocet pismen b, teda
Ly = hy ' (Ly).

Dokopy dostdvame vzfah Ly = hy(L1) Nhy ' (Ly).

Casté chyby V povodnom zadani ste Gasto nevedeli zistit, Ze oba jazyky su rovnaké — prazdne.
Tiez ste obcas napisali Zze w moze byt a , b, alebo A, ¢o v8ak nie je pravda, lebo A & {a,b}. V
opravenom zadani trebalo prist na ,trik“ s inverznymi homomorfizmami. Mnohi z vas sa snazili
tlohu riesit len zjednocovanim homomorfnych obrazov L1, ¢o neslo.

Treba si ddvat pozor pri definovani homomorfizmu. Homomorfizmus musi zachovavat zreta-
zenie, teda h(uv) = h(u)h(v) a musi byt definovany na vSetkych sloviach z vstupnej abecedy.
Vhodnym sposobom ako definovat homomorfizmus je, Ze napiSete na ¢o sa zobrazia jednotlivé
pismena. Inverzny homomorfizmus definujeme pomocou homomorfizmu.

Niektor{ ste sa snazili skonstruovat Lo a v konstrukcii ste pouzili samotny Lo. (Napriklad
vyrobime nie¢o a potom to nie¢o sprienikujeme s Lo a dostdvame L) To ale nebolo povolené,
pretoze ste mali pouzit len Ly (a operécie)!
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a)
RieSenie mohlo vyzerat napriklad takto:

L={a}*U{bi;iec{l,.,30}}

h(a) = A
h(b) = b
h(\) = A

Je vidno, ze h(L) = {b%;i € {0,..,30}} = {b%;i € {1,..,30}} U {\}, co je presne 31 slov.



b)

Hladany jayzk je napriklad L = {a}* — {a’;i € {32,..,62}}. L? = {a}*, lebo mnozinu {a%;i €
{32,..,62}} vieme vytvorit zretazenim dvojic slov z jazyka L. Kedze L? = {a}*, tak L* = L*. Je
vidno, Ze jazyk L* — L = {a*;i € {32,..,62}} ma 31 slov.

c)

Takato situdcia nemoZe nastat. Nech L je nekonecny jazyk nad abecedou ¥ = {a,b} a hy,hs :
3* — ¥* st homomorfizmy. Potom prienik musi byt neprazdny, lebo by nemal 31 slov. Prienik
teda musi obsahovat aspon 1 slovo. Oznacme toto slovo w. PretoZze na oboch stranich prieniku
st Kleeneho *, prienik obsahuje aj vSetky mocniny slova w. Teda {w}* € (hi(L))* N (ha(L))*.
Ak w = A, tak {w}* = {A}. Ak w # A, tak {w}* je nekonecny jazyk. Vidime, Ze ak by prienik
obsahoval len A, tak jazyk z prieniku obsahuje len jedno slovo a ak obsahuje akékolvek iné slovo,
tak je jazyk z prieniku nekonecny. Teda jazyk z prieniku nemdze mat presne 31 slov.

Casté chyby: V priklade a) ste casto mali jazyk ktory obsahoval A, ale v homomorfizme ste
zabudli definovat na co sa A\ zobrazi.

V priklade b) ste niektori argumentovali, Ze rozdiel dvoch nekonecnych jazykov je nekonecny.
V rieseni prikladu b) je priklad kedy to neplati.

V priklade c) sa podobne vyskytli zlé argumenty, Ze prienik dvoch nekonecnych jazykov musi
byt prazdny alebo nekonecny. Niektori ste tvrdili, ze ak (hy(L)) N (ha(L)) = 0, tak aj (hi(L))* N
(ha(L))* = 0. Toto tvrdenie neplati napriklad pre hy (L) = {a} a ho(L) = {aa}. Takisto ste mnohi
zabudali, ze L* obsahuje len jedno slovo ak L = A a tvrdili ste, ze L* musi byt nekonecny ak L je
neprazdny.
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