Uvop po TI 2010

Vzorové riesenia ulohy 2.1

a)
Prekvapivo, vicSina rieSitelov pochopila zadanie tak, Ze si mozu prisposobit hodnoty m a n tak,
aby dostali najmensi pocet prvkov v zrefazeni. Nasledovalo riesenie: m = 1,n = 1, zrefazenie
jazykov ma jeden prvok.
Pévodna tloha vsSak bola o tom, Ze hodnoty m a n st dané, a pre tieto dané hodnoty mame
najst najmensi mozny pocet prvkov zretazeni Li.Ls. To zahfiia aj pripady, ked m > 1 an > 1.
Ti, ktori spravne pochopili zadanie, zvycajne nasli optimélne rieSenie:

o 2 3 m
Ly =a,a”,a°...a

Li.Ly =a? a3 a*.. .a™tm

‘Ll.L2| =m-+n-—1

Rovnaky vysledok dostaneme aj pri rieseni:

Ly =\ a,a%..a™m !

Ly =\a,a?..a"?

Jedna vec je vSak optimalne rieSenie najst, a druh4 je dokdzat, Ze je naozaj optimalne. Inymi
slovami, stopercentne presvedcit ¢itatela, Ze sa ndm pouzitim ziadneho iného chytrého triku nemoze
podarit vytvorit mensie Li.Ls, lebo tomu brania nejaké principidlne dovody. Takyto dokaz vSak
nikto neuviedol. Keby 4no, mohol znief napriklad takto:

Slovéa jazyka L; oznatme uj, U, us...Un,, pricom u; bude najkratsie z nich. (Ostatné slové z
L; maja teda vicsiu alebo rovnaka diiku.) Slova jazyka Lo oznacme vy, Vs, vV3...U,, pricom v,
bude najdlh$ie z nich. (Ostatné slova z L, majt teda mensiu alebo rovnakt dizku.) Dokaz bude
zalozeny na tvrdeni, Ze medzi slovami v, U1V, U1V3...U1 VU, U2Vp, U3Vp ... Um Uy S& nenachadzaju
ziadne dve rovnaké slovd; a preto musi Li.Ly obsahovat prinajmensom tychto m + n — 1 réznych
slov.

Medzi slovami ujv; aZ uiv, sa zrejme nemdzu nachadzat dve rovnaké slova, pretoze vy aZ v,
st rozne. Medzi slovami uv,, aZ u,,v, sa takisto nemo6zu nachadzat dve rovnaké slova, pretoze
U1 aZ Uy, sU rozne. Zostava nam eSte vylucit moznost, Ze existuje také 1 < ¢ < n,1 < j < m, pre
ktoré u v; = u;vy,.

Pouzijeme dokaz sporom. Predpokladajme, Ze uiv; = ujv,. KedZe u; nie je dlhsie ako u; a
ani v; nie je dlhsie ako v, slova uiv; a u;v, moézu mat rovnaka dizku len vtedy, ked |ui| = ;]
a |v;| = |vn|. Slova u; a u; st viak rozne. Dve rozne slova rovnakej dlzky nemdzu byt prefixom
toho istého slova; pricom u; je prefixom u,v; a u; je prefixom u;v,. To je spor s predpokladom,
Ze u1v; a u;v, je to isté slovo.

Tym sme teda dokézali, ze medzi slovami uqv1, U102, U1V3... UL Vy, U2Up, USVs .. Uy, Uy S& NENA-
chédzaji dve rovnaké slova. Pretoze vSetkych tychto m 4+ n — 1 slov patri do Li.Ls, musi mat
Ly.Ls prinajmensom m + n — 1 slov.

Pozndmka: Tento dokaz mohol byt kratsi (a je otdzne, ¢éi vdaka tomu zrozumitelnejsi), keby
som bol pouzil menej slov a viac symbolov. Umyselne som ho viak napisal takto, lebo na cvikéach
opakovane dostdvam otdzku, nakolko formalny musi byt dokaz.



Nie je cielom nahradit vSetky slova znackami a gréckymi pismenkami. Dolezité je, aby ste vo
svojom dokaze nezabudli na ni¢ dolezité. Forméalnost zdpisu vas k tomu do istej miery nuti. Pri
neformélnom vyjadrovani si musite sami dévat pozor, ¢ ste nejaké slovko v jednej vete ndhodou
nepouzili v trochu inom vyzname ako v nasledujtcej, a ¢i vam vdaka tomu neunikla nejaké délezit4
odbocka, ktorou by sa z vasho dokazu mozno dalo vykiznuf.

Hodnotenie: 3 body za vzorec m + n - 1; 2 body za dokaz (neziskal nikto).

b)

Pripomerime si, Ze prefixom nejakého slova je aj toto slovo samotné, kedze w = w.\. Ak ma L
obsahovat vSetky prefixy Li.Lo, musi potom obsahovat aj vSetky slovd z Li.Lo, cize Li.Ls je
podmnozinou Lj.

Dalej si pripomeiime, Ze podla zadania st jazyky L, aj Lo neprazdne, co je ddlezity predpoklad
niektorych z nasledujtcich avah.

Keby jazyk L, obsahoval slovo nenulovej dlzky, nemohlo by platit, ze Li.Ls je podmnozinou
L,. Do Li.Ls by totiz patrilo aj zrefazenie najdlhsieho slova z L; a tohto nenulového slova z Lo,
co je dokopy dlhsie slovo ako toho najdlhsie slovo z L1, a teda logicky nemoze patrit do L.

Ak je teda jazyk Ly neprazdny a zaroveii neobsahuje slova nenulovej dlzky, potom Ly = .

Potialto sa dostali prakticky vsSetci riesitelia. Niektori ale zabudli doplnit dalsiu podmienku,
ktord je po opidtovnom precitani zadania zrejmé, no pocas horeuvedenych tvah sa na nu lahko
zabudne; totiz, ze jazyk L; musi obsahovat vSetky prefixy L.

Obcas sa vyskytli podobné, no nepravdivé tvrdenia.

Po prvé, ze L; musi obsahovat vSetky prefixy svojho najdihsieho slova. To nestaci; jazyk
{\, a,aa, aaa, bb} obsahuje vSetky prefixy svojho najdlhsieho slova, ale napriek tomu nie kazdého
slova.

Po druhé, Ze L, musi obsahovat vSetky podslovd kazdého svojho slova. To je zase privela; jazyk
{\, a, ab} neobsahuje vSetky podslovd, ale aj tak obsahuje vSetky prefixy.

Po tretie, niektori rieSitelia si podmienku "kazdy prefix z L1.Ls patri do L,” zapisali ako "kazdé
slovo z L je prefixom nejakého slova z L;.Ls”, a potom pekne formélne dokézali, ze ak Lo = {\},
plati to vzdy. Ano, to druhé tvrdenie v takom pripade plati vzdy; ale to prvé nie vzdy.

Po stvrté, vyskytol sa nazor, ze L; nemoze obsahovaf slova dizky viicsej ako 1. Moze; len musi
obsahovat aj vSetky ich prefixy.

Niektori riesitelia riesili ttito Glohu aj pre nekonec¢né jazyky L, Ly. V zadani to nebolo, takze
som nekone¢né rieSenia pri hodnoteni ignoroval. To je pre danych riesitelov dobre, pretoze oblast
kone¢nych jazykov vyriesili dobre, ale oblast nekone¢nych jazykov vyriesili nespravne.

Hodnotenie: 3 body za Ly = {\}; 2 body za ” Ly obsahuje vSetky svoje prefixy”.

Vzorové riesenia ulohy 2.2

Vo vSetkych troch pripadoch sa dali jazyky bud vymyslief a nasledne dokazat, Ze rovnost pre
takéto jazyky neplati alebo na zdklade vlastnosti, ktoré vo vztahoch platia dojst k rieseniu.

a)
Jazyky pre ktoré rovnost neplati su napriklad Ly = {a}, L» = {b}. To, Ze vztah neplati ukédzeme
sporom. Tieto jazyky dosadime do vztahu:

(L1 U Lo)* = Ly(LoLy)*

{a,b}" = {a}{ba}"

Vidime, ze A € {a,b}* a zarovenn A & {a}{ba}*, ¢o je hladany spor.



Na to aby sme nasli jazyky pre ktoré tento vztah neplati si sta¢i uvedomit, Ze na lavej strane
rovnosti bude vzdy A a na pravej strane A nebude ak A & L.

b)

Jazyky mozeme néjst obdobne ako v pripade a), teda rovnost neplati pre jazyky L; = {a},
Lo = {b}. Nerovnost ukdzeme sporom:

(L1Lo)* = Li(LaLy)*

{ab}* = {a}{ba}”

Vidime, ze A € {a,b}* a zaroveii A &€ {a}{ba}*, ¢o je hladany spor.

c)

Jazyky pre ktoré rovnost neplati st napriklad Ly = {a}, L» = {)\, a}. Nerovnost dokdZeme sporom:
Ly(Ly — Ly) = L% — (Lo Ly)

{NaH{A} ={\ a,aa} — {a,aa}
{Aa}={A}

Posledna rovnost neplati, ¢o je hladany spor.

Pri hladani jazykov mozeme postupovat napriklad nasledovne. Zvolime si jazyky tak, aby
platilo Ly N Ly = (. Tada Ly — L1 = Ly a Lo(La — L1) = L3. Na to, aby neplatila rovnost
L3 = L3 — (LyLy) musi pltit L2 N Ly Ly # (). Takéto jazyky st napriklad Ly = {aa}, Lo = {)\,a}.

Casté chyby: Casto ste zabudali, ze A\ € L*. Takisto ste si niektori neuvedomili, ze z defini-
cie Kleeneho * vyplyva, ze A € ()*. Vyskytli sa pripady, kde na zaklade nerovnosti (L;Lo)! #
Ly(LoLy)* resp. (L1L2)? # Li(LoL1)? ste tvrdili, Ze neplati rovnost pre cely uzéver ((LiLo)* #
Li(L2Ly)*). Treba si uvedomit, Ze z jedej konkrétnej mocniny nevyplyva nutne tvrdenie pre cely
uzaver.

Vzorové riesenia ulohy 2.3

Bodovanie + nedostatky To, Ze rovnost plati, ste zistili vSetci. Len malo z vés ale toto tvrdenie
poriadne dokazalo.

Mnohi $li cestou slovnej interpretacie obsahu jazykov (”...ked si napiSeme, ¢o patri do tejto
mnoZiny, je zjavné...”) na oboch stranich a na jej zdklade spokojne prehlésili, Ze ich rovnost plati.
Vage stastie bolo, Ze v tomto pripade bola interpretécia velmi jednoduché a nebolo sa kde pomylit.
Takyto pristup ale nie je formélny dokaz. A ¢o keby jazyky neboli tak jednoducho popisatené?
Spravny dokaz by sa mal opierat o definicie operacii nad mnoZinami (jazykmi) a vztahmi medzi
nimi. Slovny opis postupu nie je dokaz.

Ini sa pokasSali sformulovat myslienky formaélne, avSak zanedbévali dokaz veci, ktore su sice
jednoduché a priamociare, ale nie priamo vyplyvajice z definicie. VSimnite si nase vzorové rieSenie
a podobné dokazy v knihe.

Za spravny vysledok a TubovoIné zrozumitelné odévodnenie bez vaznych chyb sa udelovalo 5-6
bodov. Za poriadny spravny dékaz bol plny pocet bodov - 10. Ostatné rieSenia dostali pocet bodov
zodpovedajuci relativnej kvalite.



Riesenie Najskor si tllohu trosku zjednodusime a ukazeme pomocné tvrdenie:

({a} U {b})" = ({a} U{b})"

Toto tvrdenie sice vyzerd zjavne, ale dokdzat ho treba! Rovnost by sme dokazovali dvoma
inkltiziami. KedZe ale jednotlivé kroky a implikdcie sii jednoduché a zhodou okolnosti vSetky
platia aj opacne, budeme dokazovatf postupnostou ekvivalencii. Teda dokazeme, Ze slovo patri na
Tav stranu prave vtedy, ked patri na pravi. Nech pre fubovolny znak a plati a® = A.

we ({a}* U (B}

< 3In>0,we ({a}*U{bh"”

Sw=ANV@n>1lw=uus...u,|Vi,1 <i<n,u; € {a}*U{b})
Sw=ANV@En>1Lw=uus.. . u,|vi,1 <i<n,(Im; >0,u; € {a}™)V (u; =D))
Sw=ANV(@3n>1w=uus.. . uy|Vvi,1 <i<mn,(Im; >0,u; =a™)V (u; =0b))
Sw=NVE@n>Lw=v...0,Vil<i<m,v,=bVv,=a)
Sw=ANV@n>lLw=v1...05|Vi,1 <i<m,v; € {a} U{b})

< 3Im>0,we ({aU{d})™ e we ({au{d})”

Vdaka tejto identite jazykov mozeme hlavné tvrdenie prepisat.

({a}u{p})"({a} U{b}") = {a,b}"

Dokaz bude, podobne ako v predchadzajicom pripade, prebiehat ako séria ekvivalencii, pomo-
cou ktorych ukdzeme, Ze slovo patri do jazyka na lavej strane prave vtedy, ked patri do jazyka na
pravej strane.

w e ({a}U{b}) ({a} U {b}")

s w=uvlu € ({a} U{b})*,v € {a} U{b}T

S w=w|3In>0,uc ({a} U{b})", (v e {a}) Vv (v e {b}T1)
sw=uw|lu=A)VE@En>1lu=u...u,,

Vi, 1 <i<mn,u; € {a}U{b}),(v=0a)V(3@m>1ve{b}™)
< (w=wua)V(3m>1Lw=ub")|(u=X\)V3@n >1,
U=uy... Up,Vi,1 <i<nu; € {a,b})

& (w=wua)V (w=ub)|(u=\)V 3Tk >1,uc {a,b}¥)

& 3Im>1we {a,b}" & we {a,b}"

Postupnost myslienok v tomto vzorovom rieSeni nie je zdaleka jediné mozné riesenie, ktoré by
dostalo plny pocet bodov. Dokonca ani nebolo vyzadované take precizne forméalne rozpisovanie
(aj my sme to v druhom dokaze spajali kroky do jedného). AvSak vSimnite si, Ze pouzivame len
definicie operacii nad jazykmi, mnozinové operacie a logické spojky.



