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Vzorové riesenia ulohy 10.1

Tato tlohu riesilo dost méalo Tudi. Body sa strhévali z4 absenciu prechodovej funkcie alebo dosta-
to¢ného popisu. Mnohi ste pouZili viacpaskové stroje, ¢o nebol zamer tlohy. Ale kedZe to vyslovene
zakézané nebolo a urdite vSetci viete vysypat dokaz ekvivalencie so Standardnym modelom, body
som nestrhal. Tato tloha by sa dala jednoduchsie riesif nedeterministickym strojom, avSak nam
ide hlavne o to, aby sme si precvicili deterministické Turingove stroje, a preto je aj naSe riesenie
deterministické.

Pri navrhu jednopaskového Turingovho stroja na jazyk slov, ktorych dizka je §tvorec priro-
dzeného ¢isla, moézeme zvolit viacero taktik. Jednou z nich je pouzif znamy fakt, ze pre kazdé
prirodzené k plati (k+1)2 — k? = 2k + 1. Inymi slovami, Ze rozdiel dvoch po sebe idtcich §tvorcov
je neparne c¢islo, ktoré sa zakazdym zvicsuje o 2. To znamend, Zze ak zoberieme najmensi Stvorec
0, a budeme k nemu postupne pridévat 1, potom 3, potom 5 a tak dalej, budeme dostévat prave
0,1,4,9... Stroj by mohol fungovat nasledovne: postupne by jednotky na vstupe zlava prepisoval
na nejaky $pecidlny znak. Najskor by prepisal jednu najlavej$iu, potom dalSie 3, potom dalsich 5,
a tak dalej. Ak je pocet jednotiek na vstupe Stvorec prirodzeného ¢&isla, potom sa jednotky mint
akurat na konci fazy pripisovania nejakého poc¢tu jednotiek. V opa¢nom pripade sa mina niekedy
uprostred.

Nas navrh bude trosku zlozitejsi na implementéciu, avSak tiplne priamociary. Na pasku za vstup
napiseme oddelovaciu #. Za mriezku si budeme pisat jednotky, ktorych pocet bude kandidat na
odmocninu dlzky vstupu. Na zaciatku bude jedna, neskér pripiseme dalsiu a takto budeme pocet
stale zvic¢Sovat. Technicky detail: na lavom kraji slova budeme mat zapisany ¢ (ten tam mame z
definicie) a na pravom konci budeme mat $.

Ked mame na pravej strane zapisany nejaky pocet jednotiek, teda na péaske je slovo tvaru
¢1...1#1...18$, kde pred mriezkou je pocet jednotiek = a za fiou y, potom zacne fiza overovania,
¢ nahodou neplati x = y2. Ked toto overovanie dopadne tspesne, stroj akceptuje. Ak podas
overovania zistime, ze x > y2, potom vidime, e musime skisit vysSie ¢islo, a preto pokracujeme
zvysenim poctu jednotiek za mriezkou a novym overovanim. Ak nastane tretia moznost x < 32,
potom vieme, Ze ziadne vysSie ¢islo y neméd zmysel skiSat a kedZe pre kazdé mensie dopadlo
overovanie netspesne, mozeme prehlasit, Ze slovo na vstupe nemé dizku $tvorca prirodzeného
cisla.

A ako presne vyzera overovanie? Budeme pouzivat Specidlne oznacené jednotky. Teda budeme
mat paskové symboly 1, a okrem toho 1, 1 a 1. Majme teda slovo ¢1...1#1...1$, kde jednotiek
nalavo od # je x a tych napravo je y. Budeme postupne podéiarkovat jednotky nalavo, pricdom
ich musime oznacit presne y - y. Preto spravime y faz, podas kazdej oznacime prave y jednotiek.
Na zaciatku jednej fazy teda mame na pravej strane samé nepodciarknuté jednotky. Podciark-
neme jednu napravo, potom prejdeme do ¢asti na lavo od mriezky a tam tiez pod¢iarkneme jednu
jednotku. Potom sa vratime a zopakujeme to s dalSou jednotkou. Faza skonéi, ak sme na pravej
strane oznacili vSetky jednotky. Pocet faz si sledujeme pomocou nad¢iarknutych jednotiek. Nad-
Glarkovanie a podc¢iarkovanie s dve nezavislé sposoby oznacovania a pamitania si. Ked skonéi
faza, nad¢iarkeme si dalsiu jednotku na pravej strane a zaroveil vSetkym zruSime podd¢iarknutie.
Potom pokracujeme dalSou fazou. Teda, ak méame nalavo 9 jednotiek a napravo 3, potom je na
paske na zaciatku overovania:

¢1111111114#1118

Nasledne spustime prva fazu, ktora prekopiruje tri jednotky, na jej konci bude na péaske:

¢11111111141118

Potom si musime nadéiarknutim zaznacit, Ze sme jednu fazu skondéili a zarovenn odskrtniut
jednotky napravo. Na konci tohto procesu bude paska vyzerat takto:



¢111111111411T$

Nasledne vykondme druht fazu, na jej konci bude paska vyzeraf takto:

¢111111111#111$

Nésledne si zaznacime, ze skoncila druhd faza a znovu vycistime prava stranu:

¢1111111114#1118

A takto postupujeme, az kym vo vSeobecnosti nenad¢iarkeme poslednii jednotku napravo -
vtedy vieme, Ze sme vykonali prave y fiz, a teda pocet oznacenych jednotiek na Tavej strane je 32.
Teraz ui len skontrolujeme éi je nalavo nezaskrtnutd jednotka. Ak by bola, potom zopakujeme

.....

Formalne, Turingov stroj A je teda sedmica (@, {1}, {1, 1,1, 1,8, L, #. ¢}, 8, Qzacs Qaceepts Treject)-
MnozZina stavov Q {Qzac, Qinitl; Qinit2, init3, dprenesl,

Gprenes2; Apisem s Quraciam s novafazals Qnovafaza2s Gnovafaza3s Qkontrolas Apridajl,
Qpridaj2; Qaccepts Qreject }- Funkciu & rozpiseme podla faz, ktoré vykonavaju jednotlivé skupiny pra-
vidiel. Na ivod mame nasledovnti sadu pravidiel:

6(¢zacs ¢) = (zac, ¢, +1)

6(qzac;sU) = (Qaccept; L, 0)

6(¢zacs 1) = (qinit1, 1, +1)
6(qinit1, 1) = (Ginit1, 1, +1)
8(qinit1, U) = (Qinie2, #, +1)
8(qinit2, U) = (Qinies, 1, +1)
8(init3, ) = (Gprenes1, $, —1)

Slovny popis tychto pravidiel: v stave ¢, si len skontrolujeme, ¢i nemame na vstupe prazdne
slovo. V opa¢nom pripade dopiSeme pomocou stavov ginit1, @init2, Ginit3 za vstup znaky #1$ a
prejdeme hlavou na jednotku, kde sa zacina procedtra overovania. Overovanie spravnosti poctu
jednotiek na pravej strane realizujeme pomocou nasledovnych pravidiel:
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Slovny popis: v stave gprenes1 Si podéiarkneme jednotku pod hlavou a putujeme pomocou stavu
prenes2 Na Javi stranu slova, kde pomocou stavu gp;sen pod¢iarkneme najlavejSou nepodciarknuti
jednotku. Néasledne sa pomocou stavu ¢yrqciam vratime na do pravej ¢asti a opakujeme to s dalSou
jednotkou. Ak sme preniesli uz vsetky jednotky z pravej ¢asti, potom pomocou stavov gnovafazal,
Gnovafaza2s Qnovafaza3 0dstrénime podciarknutie jednotiek napravo a nadciarknutim si zaznacime,

ze sme dokondili dalsiu fazu. Ked dokonc¢ime poslednii fdzu, pouzivame nasledovné pravidla:
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Slovny popis pravidiel: v stave qrontrola hfaddme na lavej strane nepodéiarknutt jednotku. Ak
takt jednotku nenéjdeme akceptujeme Ak taka nédjdeme, znamené to, Ze poéet jednotiek na
pasku, zviacsime pocet jednotiek na pravej strane a spustime nové overovanie.

KedZe definicia Turingovho stroja ndm prikazuje, aby bola § funkcia Gplnd, musime este do-
definovat vSetky ostatné moznosti. Staci, ak ale povieme, ze pre vSetky ostatné moznosti stroj A
prejde do stavu greject bez pohybu hlavy a zmeny paskového symbolu.

Vzorové riesenie ulohy 10.2

Casté chyby

Vela z Vas mé problém v tom, aky je rozdiel medzi TS poéitajicim funkciu f a TS akceptujicim
jazyk. Zatial ¢o prvy TS zoberie vstup x, za¢ne nieco poéitat a na zaver ked skoné¢i (v akceptacnom
stave) bude na péske f(z) (ak by nemal akceptovat, tak by to znamenalo, Ze = nepatri do defi-
ni¢ného oboru funkcie f), TS akceptujuci jazyk povie o vstupe, ¢ patri do daného jazyka, alebo
nie. Preto ti, ¢o ste si interpretovali + ako ,zjednotenie vstupov” dostali najviac 6 bodov (lebo
robili stroj, ktory akceptoval jazyk a nie stroj, ktory pocital funkciu). ,+” v zadani bolo myslené
ako séitanie (ale ak si to niekto vysvetlil ako zretazenie, uznal som to — ale iba teraz, nabuduce uz
nie).

.....

RieSenie na jednopaskovom TS

V tomto rieSeni sme predpokladali, Ze ¢isla sme kédovali v bindrnej stistave (uznéval som aj rieSenia
ktoré pouzivali aj iné sistavy).

Nech M; = (Q1,{0,1},T'1,6, 90, Gace, gre;) je TS ktory pocita funkciu fi a My =
je TS ktory pocita funkciu f5. Obidva upravime nasledovne:

e Premenujeme stavy Q1 a Q2 tak, aby Q1 N Q2 = {Gace, Gre;} (inymi slovami, stavy oboch
automatov st az na akceptaény a odmietaci stav rovnaké). Zaroven si zavedieme novy pra-
covny symbol # (predpokladdme Ze nie je v I'; ani v I'y), ku ktorému sa oba automaty buda
spravat ako k symbolu ¢. Oznazme si pociatoény stav TS M; ako Mgtert,

(Q27 {07 1}7 F27 57 40, Qacc QTej)



e Premenujeme akceptacny stav stroja M; na M?°¢ (Dolezité: tieto dva stavy nie si akceptac-

nymi stavmi pre TS, ktory ideme vybudovat).

Teraz ideme spravit turingov stroj M ktory bude pocitat funkciu fi(x) + fa(z).

1.
2.

Péaska je v tvare ¢xLl. Na koniec pasky zapiSeme # a skopirujeme za to x.

Péaska je v tvare ¢x#all. Posunieme hlavu automatu na # a sputime automat M; (tak, Ze
sa presunieme do stavu M{%). Ked sa automat dostane do stavu M@, tak sa posunieme

na koniec pasky.
Péaska je v tvare ¢x+# f1(x)U. Na koniec pasky zapiSeme # a za tento symbol skopirujeme .

Paska je v tvare ¢x+# f1(x)#xU. Posunieme hlavu na druhy symbol # a obdobne ako v kroku
2 spustime automat M. Ked sa automat My dostane do stavu M.

Péaska je v tvare ¢x+# f1(x)# f2(z)U. VymaZeme z pasky pociatoény prefix x# tak, Ze zvySok
vstupu popostuvame na zaciatok pasky.

Péska je v tvare ¢f1(x)#f2(z). Potrebujeme to uz len s¢itaf. Na koniec pasky ddme # a za
tento symbol budeme pisat vysledok (f1(z) + f2(z)). V stave si budeme pamétat celé éisla
od 0 po 3 (budeme simulovat séitavanie v dvojkovej stistave — sé¢itame dve cifry a prirdtame
k tomu zvySok ¢o ndm ostal z predhcadzajtcej iterédcie).

(a) V stave si zapaméitame ¢islo 0.

(b) Najdeme posledny neoznaceny symbol z fi(x), ozna¢ime ho a pripoé¢itame ho k ¢islu
v stave ( v stave si pamitdme teraz ich stcet). Ak taky symbol neexistuje, tvdrime sa
ako keby existoval a bola to 0.

(c¢) Najdeme posledny neoznaéeny symbol z f2(x), ozna¢ime ho a pripoéitame ho k tomu
symbolu, ¢o si v stave pamétame a vysledok si zapamitiame v stave. Ak taky symbol
neexistuje, tvarime sa ako keby existoval a bola to 0.

(d) Prideme na koniec pasky a symbol LI prepiSeme na 0, ak si v stave pamitame parne
éislo a 1 ak si v stave pamitame neparne ¢islo. Ak si v stave pamiitame 3 alebo 2, tak
si budeme v stave pamitat 1 a ind¢ 0 (vydelili sme éislo v stave dvoma). Ak existuje
nejaky neoznaceny symbol 0 alebo 1 na paske pred druhym znakom #, tak pokracujeme
krokom 2.

(e) Na péske si pamitame: ¢f1(x)# f2(z)#(f1(x) + fo(x))FU. Viimnite si, Ze vysledok sme
pisali na pasku tak, ze je reverznuty. Rovnako ako vyssie, vSetko pred oboma znakmi
# (vratane nich) vymaZeme tak, Ze zvySok pasky posunieme na zaciatok. Dostaneme
¢(f1(z) + f2(z))BU ktoré ndm uz stadi iba reverznif a mozeme akceptovat.

RieSenie na viacpaskovom TS

Na prednaske ani na cviceniach sme nikde nemali definované co je to viacpaskovy TS pocitajaci
funkciu (ale viacpaskovy TS ktory akceptuje jazyk poriadne definovany bol). Preto sa od Vés
v rieSeni ocakévalo, Ze budete robif s obyfajnymi TS, nie viacpéskovymi. Kedze sa ale vyskytli
rieSenia, ktoré robili s viacpaskovymi strojmi, tak uvadzam aj také.

KedZe pracujeme s viacpaskovymi strojmi, budeme predpokladat, ze aj M7 a My st viacpds-
kové. Ako funguje viacpaskovy TS pocitajuci funkciu? Namiesto ¢isto vstupnej pasky bude mat
vstupno-vystupnu pasku. Na tto pasku sa moze pisat, ale mozu sa zapisovat len symboly vstupnej
abecedy (a ¢ a U). Ak stroj pocita funkciu f, tak po skonéeni vypoctu bude na vstupnej paske’
hodnota f(x). Obsahy ostatnych pasok ignorujeme.

Toto riesenie nie je tplné, ale chybajtce ¢asti sa daju doplnit z rieSenia pre obycajny TS.

Mame viacpaskové TS M;, M, pocitajice funkcie fi a fo. Nech stroj ¢ pouziva k; pasok. Nech
k = max(k1, ko) + 3. PouZijeme k pasok. Postup:

IMala by sa vlastne volaf vstupno-vystupna péaska, ale to budeme ignorovat:-)



1. Skopirujeme vstupnii pasku na pasku k£ — 2. Na vstupnej paske sa posunieme na zaciatok, a
spustime stroj M. Ten je upraveny tak ako v predchadzajicom rieSeni a navysSe vie pouzivat
aj dalsie pasky (aby bol k paskovy) na ktorych ale ni¢ nemeni ani sa nepostva.

2. Na vstupnej paske budeme mat fi(z), to skopirujeme na pasku k — 1. Pasky 1 az k — 3
vymazeme, vymaZzeme aj vstupni pasku a ddme na tiu obsah pésky k — 2 (teda povodny
vstup). A rovnako ako v predchddzajicom kroku spustime stroj My, ktory vstupni pasku
prerobi na fa(x).

3. Skopirujeme vstupnit pasku na pasku k a spustime stroj, ktory scita obsahy pasok k£ — 1 a
k a vysledok napiSe na vstupnt pasku (napriklad prerobenim sé¢itania z predchadzajtceho
rieSenia). Vypocet Gspesne ukonéime.

Vzorové riesenia ulohy 10.3

Najprv si rozoberme trividlny pripad, ked ¥ je prdzdna mnozina. Jedingm moznym vstupom je
vtedy prazdna péaska, ktort TS bud vzdy akceptuje alebo nikdy neakceptuje. Oba pripady sa
zrejme daju vyjadrit pomocou TS2 bez dalsich pracovnych symbolov.

Dalej predpokladajme, Ze ¥ obsahuje aspoii jeden znak, nazvime ho A. Stroj TS; budeme
simulovat pomocou TS, tak, Ze kazdy znak pracovnej abecedy I'y nahradime postupnostou znakov
A a L. Vsetky postupnosti st dlzky n, pricom 2" > |T';|. Kédovanie volime tak, 7e znaku LI
zodpoved4 postupnost znakov LI, aby sme zachovali predpoklad, Ze nepouzité cast pasky obsahuje
iba znaky L. (TS2 bude rozoznévat koniec vstupu nie podla jedného znaku LI, ale podla postupnosti
n znakov LI na spravnej pozicii.)

Instrukcie stroja TS; simulujeme tak, ze TSy precita z pasky n znakov a podla toho zisti, na
ktorom simulovanom znaku sa nachadza. Na zaklade toho prepise danych n znakov a posunie sa
o n pozicii dolava alebo doprava. (Znak ¢treba spracovavat trochu upravenym sposobom.)

Na tomto mieste koncéila viicSina spravnych rieSeni. Pre tplnost sa e$te hodno zamyslief, ¢i
dokézeme poévodny vstup na paske upravit do vstupného formatu pre TS, bez pouZitia pomocnych
symbolov. Komplikécia spociva v tom, Ze pocas konverzie pasky jej zatial nespracovand cast nie je
zarovnana na nasobky n poli pasky a teda potrebujeme nejako rozpoznavat koniec nespracovanej
Casti a zaciatok spracovanej Casti, bez pouzitia pomocnych symbolov.

(Podobnti iivahu treba urobif aj v rieSeniach, kde navrhujete, aby TS, bol viacpaskovy Turin-
gov stroj. Ano, viacpaskovy Turingov stroj dokdzeme simulovat pomocou jednopéaskového, ale z
pohladu tohto prikladu je dolezité, ¢i to vieme urobit aj bez pouzitia pomocnych symbolov.)

Néaznak rieSenia: Za zatial neskonvertovanou vstupnou ¢astou pasky ponechdme 2n medzier a
za nimi bude nasledovat skonvertovana cast pasky. Turingov stroj pride na koniec skonvertovanej
Casti pasky, posunie skonvertovanii cast o n — 1 pozicii doprava, pride na koniec neskonvertovanej
Casti pasky a skonvertuje jeden znak. To opakuje, az spracuje cely vstup.

Vyuzivame pritom poznatok, Zze v neskonvertovanej Casti pasky sa ziadne medzery nenacha-
dzaju a v skonvertovanej sa nikdy nenachddza 2n medzier za sebou. (Nesta¢i pouzit iba n medzier,
tie sa totiz mozu vyskytnit aj ndhodou na hranici dvoch znakov. Napriklad ak znak A nahradime
postupnostou A L LI a znak B postupnostou U LI A, pri konverzii refazca AB vznikne postupnost
AUUUUA, v ktorej sa vyskytuji viac ako tri medzery za sebou.)



