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Pravidla

Pravidla

e Studenti sa mézu prihlasit do experimentu, ktory trva
pocas Studijnej Casti semestra (t.j. do 17.5.2024)

@ Studenti v experimente
e musia robit kazdy tyzder pisomné DU ,
e musia ziskat k terminu pisomky aspoin 50% bodov za DU
e priemer znamok z pisomiek je dolna hranica znamky
@ Vsetci $tudenti musia v priebeznom hodnoteni ziskat
aspon 26% bodov. Priebezné hodnotenie tvori priemer
dvoch pisomiek (1.4. a 13.5. 2025 o 18:00, posl. A,B).

@ 10% z priebezného hodnotenia sa pripocCita k bodom
pisomky na skuske, ak sa na nu kvalifikujete.
Stranka predmetu:
http://edu. fmph.uniba.sk/ winczer/uti.html
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Definicie Abeceda, slovo, jazyk

Algoritmické problémy

Abecedy, Slova, Jazyky

Definicia 2.1 Neprazdna kone¢na mnozina sa nazyva
abeceda. Prvky abecedy ¥ sa nazyvaju symboly abecedy X..

Definicia 2.2 Nech je X abeceda. Koneénu postupnost
symbolov zo ¥ nazyvame slovo nad abecedou .. Prazdne
slovo \ je jediné slovo, ktoré ma nula symbolov (niekde sa
oznacuje aj ).

Pocet vSetkych symbolov slova w nad abecedou ¥ volame
dizka slova w a oznadujeme |w|. (Teda dizka postupnosti w.)

M. Winczer UTI (ver. 17. februara 2025)



Definicie Abeceda, slovo, jazyk

Algoritmické problémy

Abecedy, Slova, Jazyky

Mnozinu vSetkych slov nad ¥ oznacujeme X*

Mnozinu vSetkych slov nad X bez prazdneho slova oznacujeme
st =3 {)\}.

Dohoda: V reprezentacii slov medzi symbolmi nepiSeme
Ciarky. Zapisujeme

X1X2 ...Xx, namiesto x1,xo, ..., x,.
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Definicie Abeceda, slovo, jazyk

Algoritmické problémy

Abecedy, Slova, Jazyky

Definicia 2.9 Nech je X abeceda. Zobrazenie
K :Y* x ¥* — ¥*, dané ako

K(x,y) =x-y =1y,
pre véetky x,y € ¥*, volame zretazenie vzhfadom na ¥.

Definicia 2.12 Nech je ¥ abeceda. Pre vSetky x € ¥* a
lubovoiné kladné celé &islo i definujeme i-tu mocninu x ako

¥ =xx"! kde x® = .
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Definicie Abeceda, slovo, jazyk

Algoritmické problémy

Abecedy, Slova, Jazyky

Definicia 2.13 Nech je X abeceda. Pre v,w € ¥*
@ vje podslovo w < Jx,y € ¥* : w = xvy.
e viesufixwe Ix e ¥t w = xv.
@ vijeprefixws Jye X* :w=vy.
@ ked v # ) je vlastné podslovo slova w resp. [sufix, prefix]

vtedy a len vtedy, ak v # w a v je podslovo [sufix, prefix]
slova w.

Definicia 2.15 Nech je X abeceda, x € ¥* a a € X. Pocet
vyskytov a v x oznaCujeme |x|,.

Pre kazdu mnozinu A, |A| oznacuje kardinalitu A.

P(A) = {SIS C A}.
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Definicie Abeceda, slovo, jazyk

Algoritmické problémy

Abecedy, Slova, Jazyky

Definicia 2.16 Nech X = {s;,s2,...s,},m > 1 je abeceda a
nech s; < s, < --- < s, je usporiadanie prvkov z ¥. Kanonické
usporiadanie nad X* je pre vSetky u, v € ¥* definované takto:

u<ve(jul <|v)
V (|u| = [v| Au=xsi’ Av=xsp!
pre nejaké x,u’,v' € X* ai < j).

M. Winczer UTI (ver. 17. februara 2025)



Definicie Abeceda, slovo, jazyk

Algoritmické problémy

Abecedy, Slova, Jazyky

Definicia 2.17 fubovolni podmnozZinu £* nazyvame jazyk nad
abecedou X. Doplnok L¢ jazyka L vzhladom na X je jazyk

>* — L.

Ly = 0 je prazdny jazyk.

Ly = {\} je jazyk obsahujuci len prazdne slovo.

Nech su L; a L, jazyky nad X. Potom

L - L, =L, = {VW|V€L1 aWELz}

je zretazenie jazykov L, a L,.
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Definicie Abeceda, slovo, jazyk

Algoritmické problémy

Abecedy, Slova, Jazyky

Nech je L jazyk nad 3. Definujeme

L’ =1L,, a LT =L . Lprevsetkyi € N,
L =Jr, a L'= |J LU'=L-L.
ieN ieN—{0}

L* sa vola Kleeneho uzaver jazyka L.
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Definicie Abeceda, slovo, jazyk

Algoritmické problémy

Abecedy, Slova, Jazyky

Definicia 2.27 Nech si 3, a X, dve lubovoiné abecedy.
Funkciu i : ¥ — X3, ktoré splha podmienky:

(i) h(\) =Xa

(i) h(uv) = h(u)h(v) pre vSetky u,v € X}
nazyvame homomorfizmus.
h~! definujeme takto: h='(y) = {x | h(x) = y},x € X}, y € 5.

Pre iubovoiny jazyk L C %} definujeme
h(L) = {h(w) |w € L}.
Pre fubovolny jazyk L C 3% definujeme

R Y(L) = Uyerh™ ' (w).
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Definicie Abeceda, slovo, jazyk

Algoritmické problémy

Algoritmické problémy
Algoritmus je program, ktory zastane na kazdom vstupe.
Program A je zobrazenie
A:X] =%

Definicia 2.32 Rozhodovaci problém (X, L) je pre danu
abecedu X a dany jazyk L rozhodnut pre kazdé x € X%, ¢i

x € Lalebox¢L.

Algoritmus A riesi rozhodovaci problém (X, L), ak pre vSetky
x € X
1, akxelL

Al = {0, akx ¢ L

Hovorime, Ze A rozpoznava L.
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Definicie Abeceda, slovo, jazyk

Algoritmické problémy

Algoritmické problémy

Ak existuje algoritmus, ktory rozpoznava jazyk L, hovorime, ze
jazyk L je rekurzivny.

Definicia 2.37 Nech X a T" su abecedy. Hovorime, ze
algoritmus A poé¢ita funkciu f : X* — I'*, ak pre vSetky x € X*

Definicia 2.38 Nech ¥ a I" si abecedy a R C X* x I'* je relacia
na ¥* a I'*. Algoritmus A pocita R (alebo A riesi problém
relacie R), ak pre vSetky x € ¥*

(x,A(x)) € R.
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Definicie Abeceda, slovo, jazyk

Algoritmické problémy

Algoritmické problémy

Definicia 2.39 Optimalizacny problém je 6-tica
U= (%,%0,L, M, cost, goal), kde
(i) X je abeceda, vola sa vstupna abeceda
(i) X je abeceda, vola sa vystupna abeceda
(i) L C X7 je jazyk pripustnych vstupov (slova zo
zmysluplnou interpretaciou)
x € L sa nazyva in§tanciou problému U4
(iv) M je funkcia z L do P(X}), pre kazdé x € L
volame mnozinu M (x) mnozina pripustnych
rieSeni pre x
(V) cost je funkcia, cost : |,y (M(x) x {x}) = RT,
volame ju cenova funkcia
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Definicie Abeceda, slovo, jazyk

Algoritmické problémy

Algoritmické problémy

(Vi) goal € {minimum, maximum) je ciel.
Pripustné rieSenie oo € M(x) sa nazyva optimalne pre
indtanciu x problému U, ked

cost(a,x) = Opty, (x) = goal{cost(B,x) | B € M(x)}.

Hovorime, ze algoritmus A riesi problém ¢/, ak pre vSetky x € L
(i) A(x) € M(x) (A(x) je pripustné rieSenie pre
inStanciu x problému U/) a
(i) cost(A(x),x) = goal{cost(3,x) | B € M(x)}.
AK goal = minimum, U volame minimalizac¢ny problém.
Ak goal = maximum, U volame maximalizacny problém.
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Definicie Abeceda, slovo, jazyk

Algoritmické problémy

Algoritmické problémy

Hovorime, ze optimalizaCny problém
Uy = (31,0, L', M, cost, goal) je podproblém optimalizatného
problému U, = (3, X0, L, M, cost, goal), ak L' C L.

Definicia 2.47 Nech je ¥ abeceda a x € ¥*. Hovorime, ze
algoritmus generuje slovo x, ak je vystupom A slovo x pre vstup
A

Definicia 2.48 Nech je X abeceda a L C ¥*. Algoritmus A
pocita L, ak pre kazdé kladné celé Cislo n je vystupom A
X1,X2, ..., Xy, Pricom je to prvych n slov L usporiadanych
kanonickym usporiadanim.
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Deterministické

Kone¢né automaty Nedeterministické
Regularne vyrazy

Konec€né automaty

Definicia 3.1 (Deterministicky) kone¢ny automat (KA) je
5-ticaM = (Q,%, 0, qo, F), kde
(i) O je kone€na neprazdna mnozina stavov,
(i) X je abeceda, vstupna abeceda M. (Pripustné
vstupy su vSetky slova nad X.)
(iii) go je pocCiatocny stav,
(iv) F C Q je mnozina akceptujucich stavov a
(v) ¢ je funkcia. § : Q0 x ¥ — Q, volame ju
prechodova funkcia M. (§(q,a) = p znamena, ze
ak M v stave q preCita symbol a, zmeni stav na p.)
Konfiguracia M je lubovolny prvok z Q0 x ©*.
Konfiguraciu (go,x) € {go} x ¥* volame poéiatoéna
konfiguracia M na x.
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Deterministické

Kone¢né automaty Nedeterministické
Regularne vyrazy

Konec€né automaty

Kazda konfiguracia patriaca do O x {\} sa nazyva koncova
konfiguracia

Krok M je relacia (na konfiguraciach):
C (0 x £7) x (Q x ¥¥),
definovana takto:

(g, w) » (p,x) &w=ax,a € ¥ adq,a) =p.
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Deterministické

Kone¢né automaty Nedeterministické
Regularne vyrazy

Konec€né automaty

Vypoéet C stroja M je kone¢na postupnost C = Cy, Cy, ..., C,
konfiguracii takych, ze C; ; CiriprevSetky 0 <i<n-—1.

C je vypocet M na vstupe x € ¥*, ak Cy = (¢o,x) a
Cp €0 x{A}

Ak C, € F x {\} hovorime, Ze C je akceptujuci vypocet M na
vstupe x alebo ekvivalentne M akceptuje x.

Ak C, € (Q — F) x {\} hovorime, Ze C je zamietajuci vypocet
M na vstupe x alebo ekvivalentne M zamieta x.
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Deterministické

Kone¢né automaty Nedeterministické
Regularne vyrazy

Konec€né automaty

Jazyk L(M) akceptovany M definujeme ako

L(M) = {we X" |vypoCet M na w skonCi
v koncovej konfiguracii (¢, A),q € F}
= {we X" | M akceptuje w}.

Trieda regularnych jazykov
L(KA) = {L(M) | M je KA}

je trieda vSetkych jazykov akceptovanych konecnymi
automatmi. Jazyk L z £(KA) je regularny.
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Deterministické
Kone¢né automaty Nedeterministické
Regularne vyrazy

Konec€né automaty
Definicia 3.2 Nech M = (0, %, 6, qo, F) je koneCny automat.

Definujeme Al; ako tranzitivny a reflexivny uzaver relacie krok ;
stroja M t.j.

*
(g, w) » (p,u) < (g =paw=u)alebo 3k € N — {0} takeé, ze

() w=a1az...aqqu,a; € Xprei=1,2,...,ka
(II) dri,r, ... ke € Qtakych, ze
(g, w) Al; (r1,az ... agu) Z (ra,as3 ... agu) Al; oo (rg—1, agu) Al; (p,u).

Definujeme 4 : Q x ©* — Q takto:

(i) 6(q,\) =qprevsetky g€ Qa

(i) o(g,wa) = d(6(q,w),a) pre vSetky
aceX,weX* qe.
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Deterministické

Kone¢né automaty Nedeterministické
Regularne vyrazy

Konec€né automaty

Kazdy automat rozdeli ¥* do |Q] tried

KL[p] = {w € X" | 6(q0,w) =p} ={w € " | (q0,w) E- (p, A)}.
Je zrejmé, ze pre vSetky p,q € Q,p # g plati

UKL= a  KL[p|NKL[g] =0.
peQ
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Deterministické

Kone¢né automaty Nedeterministické
Regularne vyrazy

Konec€né automaty

Simulacia

Lema 3.10 (Simulacia) Nech X je abeceda a
M = (Q1,%,01,q01, F1) aMy = (02, %, 62, 902, F2) sU koneCné
automaty. Pre operaciu @ € {U,N, —} existuje KA M taky, ze
L(M) = L(M;) ® L(M>).
M = (27 Q7 57 q07F@)7 kde
() Q=01 % 0,
(i1) g0 = (qo1,4902),
(iii) pre vSetky g € Q1,pe O aac X je
5((‘17[’)7“) = (61 (Q7a)762(p7a))7
(iv) ak ©=U, F=F; x Qo UQ X Fa,
ak @ =N, F=F| X F,,
ak®=—, F=F; x (szFz).
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Deterministické

Kone¢né automaty Nedeterministické
Regularne vyrazy

Konec€né automaty
Dékazy neexistencie

Lema 3.12 Majme konecny automat A = (Q, X, 4, qo, F). Nech
prex,y e X*x#y:

@) F (PN a (qy)F @)

pre nejaké p € Q. Potom pre fubovoiné z € ¥* existuje r € Q
také, ze xz € KL[r] aj yz € KL[r| a plati, ze

xz € L(A) < yz € L(A).

M. Winczer UTI (ver. 17. februara 2025)



Deterministické
Nedeterministické
Regularne vyrazy

Konec¢né automaty

Konec€né automaty

Doékazy neexistencie,

Lema 3.14 Pre kazdy regularny jazyk L existuje konstanta
no € N taka, Ze kazdeé slovo w € ¥*, pre ktoré |w| > ny, sa da

vyjadrit ako
w = yxz,
kde
(i) lyx| < no,
(i) | >1a
(i) bud {yx*z | k € N} C Lalebo {yx*z | k € N}NL = 0.
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Deterministické
Kone¢né automaty Nedeterministické
Regularne vyrazy

Konec€né automaty

Definicia 3.1 Nedeterministicky kone¢ny automat (NKA) je
5-ticaM = (Q,%, 9, qo, F), kde
(i) QO je konetna neprazdna mnozina stavov,

(i) X je abeceda, vstupna abeceda M. (Pripustné
vstupy su vSetky slova nad X.)

(iii) go je poCiatocny stav,
(iv) F C Q je mnozina akceptujucich stavov a

(v) 4 je funkcia. § : O x ¥ — P(Q), volame ju
prechodova funkcia M.
Konfiguracia M je lubovolny prvok z Q x ¥*.
Konfiguraciu (go,x) € {go} x ¥* volame pociato¢na
konfiguracia M na x.
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Deterministické
Kone¢né automaty Nedeterministické
Regularne vyrazy

Konec€né automaty

Kazda konfiguracia patriaca do O x {\} sa nazyva koncova
konfiguracia

Krok M je relacia (na konfiguraciach):
C (0 x £7) x (Q x ¥¥),
definovana takto:

(q,w) - (p,x) @w=ax,ac X apc d(q,a).
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Deterministické
Kone¢né automaty Nedeterministické
Regularne vyrazy

Konec€né automaty

Vypocéet C stroja M je kone¢né postupnost C = Cy, Cy, ..., C,
konfiguracii takych, ze C; - Ciy1 pre vSetky 0 <i<n—1.

Vypocet M na vstupe x € ¥* je vypocCet Cy, Cy, ..., C, stroja
M, kde
(i) Co=(qo0.x) @
(i) bud C, € Q x {\}, alebo
Cn = (gq,ax), pre nejaké a € ¥ a g € Q takeé, ze
d(q,a) = 0.

Ak C,, € F x {\} hovorime, Ze C je akceptujuci vypocet M na
vstupe x. Ak existuje akceptujuci vypoCet M na x hovorime, ze
M akceptuje slovo x.
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Deterministické
Kone¢né automaty Nedeterministické
Regularne vyrazy

Konec€né automaty

Jazyk L(M) akceptovany M definujeme ako

L(M) = {we X" |vypoCet M naw skonci
v koncovej konfiguracii (¢, A),q € F}
= {we X" | M akceptuje w}.
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Deterministické
Kone¢né automaty Nedeterministické
Regularne vyrazy

Konec€né automaty

; je tranzitivny a reflexivny uzaver relacie krok ; stroja M.

Pre prechodovii funkciu 4 definujeme 4 : Q x ©* — P(0Q) pre
vSetky g € 0, a € X, aw € X* takto:

() d(g,A) = {a},

(”) 5(‘]7 Wa) - Urgg(q’w) 6(1", Ll)
= {p | existuje r € 6(¢q,w) také, Ze p € 6(r,a)}.
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Deterministické
Kone¢né automaty Nedeterministické
Regularne vyrazy

Konec€né automaty
Simulacia NKA na DKA, veta 3.26

Pre NKAM = {0, %, ém, qo, F}, vytvorime DKA
A = (04,%,64,904,Fa)
(i) 0a=A{(P) | P C 0O},
(ii)) qoa = ({qo}),
(iv) Fa={(P)|PC QaPNF # 0},
(V) 04 : 04 XX — Qa,prevsetky (P) e Qsaac X
deflnované ako

5a((P),a) = <U 5M<p,a>>.

pEP
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Deterministické

Kone¢né automaty Nedeterministické
Regularne vyrazy

Konec€né automaty

Definicia Regularny vyraz E nad abecedou X je vyraz
vytvoreny podfa nasledujlcich pravidiel a reprezentuje jazyk
L(E) definovany takto
@ 0jeregularny vyraz a L(() = 0.
@ Pre fubovolné a € X U {\} je a regularny vyraz a
L(a) = {a}.
@ AksuU Ey, E, regularne vyrazy, potom su regularne vyrazy aj
(E1 + E2), (E1 - E2), (ET)
a
L((E1 + Ez)) = L(E1) U L(E),
L((E\ - E2)) = L(E1) - L(E2), L((EY)) = (L(E1))"
@ iné regularne vyrazy nad X nie su.
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Deterministické
Kone¢né automaty Nedeterministické

Regularne vyrazy

Konvencie pri zapise regularnych vyrazov:

@ Priorita operatorov (od najvys$sej) , -, +., t.j. netreba pisat
vSade zatvorky.

@ Operator zretazenia sa vynechava.

@ {wi,...,w,} oznaduje konecny jazyk obsahujuci slova
Wiyeuoy Wy
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Deterministické

Kone¢né automaty Nedeterministické
Regularne vyrazy

Konec€né automaty
Reg. vyraz pre dany DKA

Nech DKAA = (0,%,6,q90,F) aQ =1{0,1,...,n},qo=0.
Pre 0 <i,j <n, —1 < k < n definujeme mnozinu Rf.‘J. takto

ko x| R/ Ry
Rij={weX [i(i,w)=jad(i,u) <k
pre vSetky vlastné prefixy u slova w}.

Rf.‘d- obsahuje len také slova, ktoré spdsobia prechod automatu
A zo stavu i do stavu j a prechadzaju pri tom len cez stavy z
mnoziny {0, 1,...,k}.

L(A) = | JR;

je€F
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Deterministické

Kone¢né automaty Nedeterministické
Regularne vyrazy

Konec€né automaty
Reg. vyraz pre dany DKA

{ dynamické programovanie }

R;.l:{a|6(i,a):j}u{A|aki=j}

) akk=—1,i#j,6(i,a) #j
{a} akk=—1,i#j,0(i,a)=j
Ri; =< {\} akk = —1,i =j,d(i,a) #j
{\ a} akk=—1,i=j,0(i,a)=]j
(Ri7TURG (R R akk > -1
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Obycajny
Viacpaskovy
Nedeterministicky

Turingov stroj Koédovanie TS

Turingov stroj

Definicia 4.1 Turingov stroj (TS) je sedmica

M= (Q,%,T,9, 407C]accept7Qreject)7 kde

Q je kone¢na mnozina, nazyva sa mnozina stavov M,
¥ je vstupna abeceda, ¢, ¢ X,

I' je abeceda, nazyva sa pracovna abeceda. > CTI' a
¢,u€el,

d: (00— QacceptWIreject) xI' - Q0 xT x {L,RN} je
prechodova funkcia stroja M, pre ktoru plati pre vSetky

q € Q — Gaccept, Greject, 2€ 6(q,¢) € O x {¢} x {RN},
qo je pociatocny stav,

Gaccept € O — {qreject} je akceptujuci stav,

Greject € O — {qaccept} je zamietajuci stav.

& e6e6¢o

© e e
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Obycajny
Viacpaskovy
Nedeterministicky
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Turingov stroj

Konfiguracia C stroja M je prvok

zconf(M) = {¢}-T*-Q-TTUQ-{¢} - T~
Pociato¢na konfiguracia M na vstupnom slove x je gocx.
Krok stroja M je relacia - na konfiguraciach
(;g conf(M) x conf(M))

Q X1X2 o« Xj—19XiXit1 - - - X ; X1X2 o o Xi—1PYXi+1 - - - Xpy ak
5(‘17)61') = (payvN)
X1X2 .o . Xi—1G9XiXig1 - - - Xp Z X1X2 <o . Xi2PXi—1YXix1 - - - Xn, ak

(q,xz) (p,y,L)

X1X2 « o Xi— 1GXiXix] - - - Xpy lexz e Xi_1YPXit] - - - Xy, AK
5(q,x)) = (p,y,R), i <naxixy...xy—19x, ;xlxz o Xn_1YPUs
ak 6(6],)6”) = (p:yaR)

M. Winczer UTI (ver. 17. februara 2025)



Obycajny
Viacpaskovy
Nedeterministicky

Turingov stroj Koédovanie TS

Turingov stroj

Vypocéet M je potencidlne nekoneéné postupnost konfiguracii
Co,Cq, ... také, ze C; Z Cit1,prei = 0,1,2,....

Ak Co - Ci - Ci, i € N, tak piseme Co - Ci.

Vypocet M na vstupe x je vypocet, ktory zacina v pociatocnej
konfiguracii Cy = goc¢x a je bud nekoneény, alebo konéi v
konfiguracii wigw, kde wi,wy € I @ g € {qaccept; Greject } -
Vypocet M na x je akceptujuci ak konci v akceptujlcej
konfiguracii wigacceptw>-

Vypocet M na x je zamietajuci ak konCi v zamietajucej
konfiguracii wigrejectw2.
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Turingov stroj

Ak je vypocet M na x akceptujuci(zamietajlci), hovorime, ze M
akceptuje(zamieta) x.

Ak je vypocet M na x zamietajuci alebo nekonecny, hovorime,
Zze M neakceptuje.
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Turingov stroj Koédovanie TS

Turingov stroj

Jazyk L(M) akceptovany M definujeme ako
L(M) = {w € ¥* | M akceptuje w}.

Hovorime, Ze M podita funkciu F : ©* — I'*, ked pre vSetky
*
x € X" qotx L; 6]accept¢F(X)-

M. Winczer UTI (ver. 17. februara 2025)



Obycajny
Viacpaskovy
Nedeterministicky

Turingov stroj Koédovanie TS

Turingov stroj

Jazyk L nazyvame rekurzivne vyg¢islitelny (recursively
enumerable) ak existuje TS M taky, ze L = L(M).
Mnozina

Lre = {L(M) | M je TS}
sa nazyva trieda rekurzivne vyg¢islitelnych jazykov.

Jazyk L C ¥* sa nazyva rekurzivny (recursive), alebo
rozhodovaci problém (X, L) sa nazyva rozhodnutelny
(decidable), ak L = T(M) pre TS M, taky, Ze pre vSetky x € ¥*

Q@ qgoex ; YqacceptZ; ¥, 2 € I'*, ked x e La

@ qocx ; UdrejectV, U, V € re ked x ¢ L.

Ak plati (i) aj (ii) hovorime, ze M zastane na kazdom vstupe,
alebo, Ze M vzdy zastane.
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Turingov stroj

{Turingov stroj, ktory vzdy zastane je formalny model
“algoritmu”.}

Mnozina
Lr = {L(M) | M je TS, ktory vzdy zastane}

je trieda rekurzivnych (algoritmicky rozpoznatelnych)
jazykov

Funkcia F : ¥ — 33, kde X, ¥, su abecedy, sa nazyva
vypoéitatelna (computable), ak existuje TS M, ktory poéita F.
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Turingov stroj

k-paskovy Turingov stroj (TS) dostaneme z oby¢ajného TS

zmenou niektorych jeho Casti:

@ vstupna paska je len na ¢itanie, lavy okraj vstupnej pasky
oznacuje symbol ¢ a pravy okraj Specialny symbol $. Na
vstupnej paske sa hlava méze pohybovat oboma smermi,
ale nemdze sa posuntt pred ¢ ani za $.

@ ma k pracovnych pasok. Kazda pracovna paska ma svoju
hlavu na ¢itanie a zapis, na lavom okraji pasky je symbol ¢,
pred ktory sa hlava neméze dostat. Pasky obsahuiju na
zaCiatku vypoctu len symboly ;. Hlavy na paskach sa
moézu hybat vpred aj vzad. Policko pracovnej pasky je
symbol z T". Pracovné pasky su ocislované od 1 po k.
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Turingov stroj

Konfiguracia (q,w,i,uy, iy, uz, iz, . .., ux, ix) j© prvok

ZQx ¥*x N x (T* x N)k.
(je tam stav ¢, vstupné slovo w, pozicia i Citacej hlavy na
vstupnom slove, a k dvojic — pracovna paska u; a pozicia i;
hlavy na nej) Ked w = aja; . . . a,, a; € 3, Gitacia hlava &ita
symbol a;.
Pre 1 <j < k je obsah pracovnej pasky cu; a plati, ze i; < |u;|.

V pociatocnej konfiguracii na vstupnom slove w je na
vstupnej paske ¢w$, Cita sa 1. symbol w, pracovné pasky
obsahuju ¢, ..., hlavy Citaju symbol ¢.
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Turingov stroj

Krok stroja opisuje prechodova funkcia

§:0x (BU{¢,$)) xI* = Q@ x {L,R,N} x (T x {L,R,N})¥
Argument (g, a, by, ..., by)

@ g je momentalny stav.

@ aeXuU{¢, 8} je symbol, ktory Cita hlava na vstupnej paske.

@ by,...,b; susymboly, ktoré &itaju hlavy na pracovnych
paskach.

Vykonanie kroku zahfna:

@ prepisanie kazdého z k symbolov by, ..., b; na pracovnych
paskach,

@ zmenu stavu stroja

@ eventualne posunutie vSetkych k + 1 hlav tak, Zze ziadna
nevyjde mimo pasky
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Turingov stroj

Ak vypocet stroja M na w pride do stavu gaccept, potom M
akceptuje w. Ak pride do gyeject, alebo sa nezastavi, potom M
slovo w neakceptuje.

Poznamka: Uvedomte si, ze v naSom oznaceni su obycajny TS
a jednopaskovy TS dva r6zne stroje. Obyc€ajny ma jedinu
pasku, kde je na zaCiatku vstup a stroj ju pouziva na Citanie aj
zapis. Jednopaskovy (k-paskovy) TS ma jednu pasku len
vstupnu (je na nej vstup a da sa len &itat) a jednu (k)
pracovnu(ych) pasok, na ktoré sa da pisat a daju sa aj Gitat.
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Turingov stroj

Ekvivalentnost strojov

Nech su A a B dva stroje pracujuce nad rovnakou abecedou .
A je ekvivalentné B, ked pre kazdy vstup x € X* plati

@ A akceptuje x prave vtedy ked B akceptuije x,
@ A zamieta x prave vtedy ked B zamieta x,

@ vypocet A na x je nekoneény prave vtedy ked vypocet B na
x je nekonecny.

Poznamka: Ekvivalencia A a B implikuje, ze L(A) = L(B). Ale
platnost L(A) = L(B) neimplikuje ekvivalenciu A a B.
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Turingov stroj

k k-paskovému TS existuje ekvivalentny oby€ajny TS

Oznacme si k-paskovy Turingov stroj TS A a oby¢ajny TS B.

B bude simulovat pracu A. Jeden spbsob ako realizovat
simulaciu je, Ze konfiguracia B bude reprezentovat konfiguraciu
A (jedna ku jednej)

k-paskovy TS A ma pracovnu abecedu I'4. Pracovnu abecedu
I's TS B definujeme takto:

Ip=(SU{¢,$,0}) x {u, 1} x (Ta x {u,TH Uz u{e}

a = (ap,ai,...,ax+1) € Xp
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Turingov stroj

Definicia 4.15 Dva modely strojov (triedy strojov) na rieSenie

rozhodovacich problémov A, B st ekvivalentné ked

@ pre kazdy stroj A € A existuje stroj B € B, ktory je
ekvivalentny s A a

@ pre kazdy stroj B € B existuje stroj A € A, ktory je
ekvivalentny s B.
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Turingov stroj

Turingove stroje su formalizaciou oznacenia ,algorit-
mus*, t.j. trieda rekurzivnych jazykov (rozhodnutelnych
rozhodovacich problémov) zodpoveda triede algorit-
micky (automaticky) rozpoznatelnych jazykov
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Definicia 4.21 Nedeterministicky Turingov stroj (NTS) je

7-mica M = (Q7 E? Fv 57 q0, Qaccepta CIreject>7 kde

@ 0,%.T, 0, gaccept; greject Maju rovnaky vyznam ako pri
deterministickom TS,

@ §: (0— Qacceptvqreject) x 3 —= P(QxT x{LRN})je
prechodova funkcia stroja M, pre ktoru plati pre vSetky
q € O — qaccept, Ireject; 2€ 6(q,¢) € Q x {¢} x {R,N},
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Turingov stroj

Konfiguracia je rovnaka ako pri deterministickom TS.

Krok stroja M je relacia - na konfiguraciach
(FC conf(M) x conf(M))

Jazyk L(M) akceptovany NTS M definujeme rovnako ako pre
deterministicky TS

L(M) = {w € ¥ | M akceptuje x}.
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Turingov stroj

Definicia 4.25 Nech M = (Q, %, T, 0, qo, gaccept; qreject) i€ NTS a
x je slovo nad vstupnou abecedou X. Strom vypoctu Ty .
stroja M na x je orientovany strom definovany takto:

@ Kazdy vrchol Ty . je 0znaceny konfiguraciou.

@ Koren stromu je jediny vrchol, do ktorého nevchadza hrana
a je oznaceny pociatoCnou konfiguraciou go¢x stroja M na
X.

@ Kazdy vrchol Ty, . 0znageny konfiguraciou C ma prave
tolko synov, do kolkych konfiguracii sa z C vieme dostat na
jeden krok vypoctu. Synovia st oznaceni prislusnymi
nasledovnymi konfiguraciami konfiguracie C.
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“kompilacia” programu pre TS

Majme TS M = (Q, %, T, 0, CIO,QaccepMQreject)a kde

0= {CIO#II, .. -_an,Qacceptvqreject} al'= {A17A27 e aAr}-
Code(g;) = 1011, prei =0,...,m,

Code(Qaccept) = 10m+21,
COde(Qreject) = 10m+317
Code(4;) = 11011, prej=1,...,r,

Code(N) = 1110111,
Code(R) = 1110%111,
Code(L) = 11103111,

COde((s(paAl) = (qum;a)) =
#Code(p)Code(A;)Code(g)Code(A,,)Code(«)

pre prechod 6(p,A;) = (q,Am, ), kde p € {qo,...,qm}, q € O,

Ime{l,...,rtaa € {L,R N}.
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Code(M) = #0"+340"#Code(Prechod; )Code(Prechod,) . . .

E$te sa musime zbavit znaku #. Jedno z mnohych rie$eni je
homomorfizmus &, h(0) = 00, (1) = 11, h(#) = 01.

Definicia 4.30 Pre Turingov stroj M oznalime kéd TM M
Kod(M) = h(Code(M)) a

KodTM = {Kod(M) | M je TS}.

Ayer 0znacime algoritmus (TS), ktory rozhodne rozhodovaci
problém (Xpe0, KodTM), t.j. €i dané x € (Xpoo))* je kod TS.
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Definicia 4.33 x € (Zp001)*. Pre lubovolné kladné celé i
hovorime, Ze x je kod i-teho TS ak

@ x=Kod(M)pre TSM a
@ mnozina {y € (Zpool)" |
y je pred x vzhfadom na kanonické usporiadanie}
obsahuje presne i — 1 slov, ktoré st kodmi TS.

Ak x = Kod(M) je kod i-teho TS, potom M je i-ty TS M;. i je
poradové cCislo TS M;.
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Diagonalizacia
Redukcie

Vypotitateinost

Vypocitatelnost

Existuje jazyk, ktory nie je rekurzivne vydisliteiny (neexistuje
TS, ktory by ho rozpoznaval).
MnoZina KodTM ma mensiu kardinalitu ako mnoZina
vSetkych jazykov nad gy

Definicia 5.1 A a B sU mnoziny.
Hovorime, ze |A| < |B|, ak existuje injektivne zobrazenie z A

do B.

Hovorime, ze |A| = |B|, ak |A| < |B| a suCasne |B| < |A].
Hovorime, ze |A| < |B|, ak |A| < |B| a neexistuje injektivne
zobrazenie z B do A.
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Vypocitatelnost

Definicia 5.4 Mnozina A sa nazyva spocitateina (countable) ak
je konecn4, alebo |A| = |N].

Priklady spocitatelnych mnozin:
abeceda ¥, ©*, KodTM, Z, NT x N*, QT, Nt x NT x NT

ale

Mnozina [0,1] nie je spoditateina.
P((XBool)*) nie je spocitatelna.
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diagonalizacny jazyk Laiag

wi, wa, ... sl vSetky slova nad Xgoo v kanonickom usporiadani.
M, M,, ... je postupnost véetkych TS.
d; = 1 & M, akceptuje j-te slovo w;.

Definujme L(M;) = {w; | d; = 1 pre vSetky j € N*}.

Diagonalizacny jazyk Lgiag je rozny od kazdého jazyka L(M;).
Lgiag = {w € (XBool)* | w = w;, pre nejaké i € N*
a sucasne M; neakceptuje w;}.
= {w € (Zgoo)* | w = w;, pre nejaké i € N*
a sucasne d;; = 0}.
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Definicia 5.23 3, a X, st abecedy. L; C ¥ a L, C ¥} su
jazyky. Hovorime, Ze L, je (rekurzivne) redukovatefny na L, a
oznacujeme Ly <p L, ak

L, € Lr= L € Lp.

Vizhladom na algoritmicku riesitelnost je L, aspori tak
fazky ako L.
Definicia 5.24 Nech st L, C ¥} a L, C X3 jazyky nad
abecedami ¥ a ¥,. Hovorime, Ze M redukuje jazyk L; na
jazyk L,, Ly <,, Ly, ked existuje TS M, ktory pocita zobrazenie
fin : X% — X% s vlastnostou x € Ly < f,(x) € Ly, pre vetky
x € X¥, Funkcia f,, sa nazyva redukcia L, na L,
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Lema 5.25 Ak L; <,, L,, potom L; <g L,.
Lema 5.27 L <i L€ a stéasne L€ <y L.
Dosledok 5.28 (Lgiag)© ¢ LR.

Lema 5.29 (Lyiag)“ € Lre.

Désledok 5.30 (Ldiag)c € Lre — LR, teda LR & Lpge.-
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Definicia 5.31 Univerzalny jazyk ja jazyk
Ly = {Kod(M)#w | w € (Xgool)” @ M akceptuje w}.

Veta 5.32 Existuje univerzalny TS U taky, Ze

Teda plati, ze Ly € Lgg.

Veta5.33 Ly ¢ LRg.
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Definicia 5.35 Problém zastavenia (halting problem) je
rozhodovaci problém ({0, 1, #}*, Ly), kde

Ly = {Kod(M)#x | x € (XBoo)* @ M zastavi na x}.

Veta 5.37 L4 ¢ LR.
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Lempty = {KOd(M) | L(M) = @}
(Lempty)€ = {x € {0, 1}* | (x # Kod(M') pre vSetky TS M’) alebo
(x = Kod(M) a L(M) # 0)}.

Lema 5-39 (Lempty)c € £RE

Doésledok 5.43 Jazyk
Leq = {Kod(M)#Kod(M') | L(M) = L(M")} & L.

M. Winczer UTI (ver. 17. februara 2025)



Diagonalizacia
Redukcie

Vypotitateinost

Vypocitatelnost

Riceova veta

Definicia Vlastnost jazykov z LRe je nejaka ich podmnozina.
Vlastnost je trivialna ked je bud () alebo celé Lre

Rieceova veta Kazd4 netrivialna viastnost jazykov z Lge je
nerozhodnutelna (¢ Lg).
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