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Študenti sa môžu prihlásit’ do experimentu, ktorý trvá
počas študijnej časti semestra (t.j. do 17.5.2024)
Študenti v experimente

musia robit’ každý týždeň pı́somné DÚ
musia zı́skat’ k termı́nu pı́somky aspoň 50% bodov za DÚ
priemer známok z pı́somiek je dolná hranica známky

Všetci študenti musia v priebežnom hodnotenı́ zı́skat’
aspoň 25% bodov. Priebežné hodnotenie tvoria dve
pı́somky (4.4. a 9.5. 2024 o 18:10).

Stránka predmetu:
http://edu.fmph.uniba.sk/˜winczer/uti.html

M. Winczer ÚTI (ver. 14. februára 2024)
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Vypočı́tatel’nost’

Abeceda, slovo, jazyk
Algoritmické problémy
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Definı́cia 2.1 Neprázdna konečná množina sa nazýva
abeceda. Prvky abecedy Σ sa nazývajú symboly abecedy Σ.

Definı́cia 2.2 Nech je Σ abeceda. Konečnú postupnost’
symbolov zo Σ nazývame slovo nad abecedou Σ. Prázdne
slovo λ je jediné slovo, ktoré má nula symbolov (niekde sa
označuje aj ε).
Počet všetkých symbolov slova w nad abecedou Σ voláme
dĺžka slova w a označujeme |w|. (Teda dĺžka postupnosti w.)

M. Winczer ÚTI (ver. 14. februára 2024)
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Množinu všetkých slov nad Σ označujeme Σ∗

Množinu všetkých slov nad Σ bez prázdneho slova označujeme
Σ+ = Σ∗ − {λ}.
Dohoda: V reprezentácii slov medzi symbolmi nepı́šeme
čiarky. Zapisujeme

x1x2 . . . xn namiesto x1, x2, . . . , xn.

M. Winczer ÚTI (ver. 14. februára 2024)
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Definı́cia 2.9 Nech je Σ abeceda. Zobrazenie
K : Σ∗ × Σ∗ → Σ∗, dané ako

K(x, y) = x · y = xy,

pre všetky x, y ∈ Σ∗, voláme zret’azenie vzhl’adom na Σ.

Definı́cia 2.12 Nech je Σ abeceda. Pre všetky x ∈ Σ∗ a
l’ubovol’né kladné celé čı́slo i definujeme i-tu mocninu x ako

xi = xxi−1, kde x0 = λ.

M. Winczer ÚTI (ver. 14. februára 2024)
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Definı́cia 2.13 Nech je Σ abeceda. Pre v,w ∈ Σ∗

v je podslovo w⇔ ∃x, y ∈ Σ∗ : w = xvy.

v je sufix w⇔ ∃x ∈ Σ∗ : w = xv.

v je prefix w⇔ ∃y ∈ Σ∗ : w = vy.

ked’ v 6= λ je vlastné podslovo slova w resp. [sufix, prefix]
vtedy a len vtedy, ak v 6= w a v je podslovo [sufix, prefix]
slova w.

Definı́cia 2.15 Nech je Σ abeceda, x ∈ Σ∗ a a ∈ Σ. Počet
výskytov a v x označujeme |x|a.
Pre každú množinu A, |A| označuje kardinalitu A.
P(A) = {S|S ⊆ A}.

M. Winczer ÚTI (ver. 14. februára 2024)
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Definı́cia 2.16 Nech Σ = {s1, s2, . . . sm},m ≥ 1 je abeceda a
nech s1 < s2 < · · · < sm je usporiadanie prvkov z Σ. Kanonické
usporiadanie nad Σ∗ je pre všetky u, v ∈ Σ∗ definované takto:

u < v⇔ (|u| < |v|)
∨
(
|u| = |v| ∧ u = xsiu′ ∧ v = xsjv′

pre nejaké x, u′, v′ ∈ Σ∗ a i < j
)
.

M. Winczer ÚTI (ver. 14. februára 2024)



Pravidlá
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Definı́cia 2.17 l’ubovol’nú podmnožinu Σ∗ nazývame jazyk nad
abecedou Σ. Doplnok LC jazyka L vzhl’adom na Σ je jazyk
Σ∗ − L.
L0 = ∅ je prázdny jazyk.
Lλ = {λ} je jazyk obsahujúci len prázdne slovo.
Nech sú L1 a L2 jazyky nad Σ. Potom

L1 · L2 = L1L2 = {vw|v ∈ L1 a w ∈ L2}

je zret’azenie jazykov L1 a L2.

M. Winczer ÚTI (ver. 14. februára 2024)
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Nech je L jazyk nad Σ. Definujeme

L0 = Lλ, a Li+1 = Li · L pre všetky i ∈ N,

L∗ =
⋃
i∈N

Li, a L+ =
⋃

i∈N−{0}

Li = L · L∗.

L∗ sa volá Kleeneho uzáver jazyka L.

M. Winczer ÚTI (ver. 14. februára 2024)
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Definı́cia 2.27 Nech sú Σ1 a Σ2 dve l’ubovol’né abecedy.
Funkciu h : Σ∗1 → Σ∗2, ktorá spĺňa podmienky:

(i) h(λ) = λ a
(ii) h(uv) = h(u)h(v) pre všetky u, v ∈ Σ∗1

nazývame homomorfizmus.
h−1 definujeme takto: h−1(y) = {x | h(x) = y}, x ∈ Σ∗1, y ∈ Σ∗2.

Pre l’ubovol’ný jazyk L ⊆ Σ∗1 definujeme

h(L) = {h(w) | w ∈ L}.

Pre l’ubovol’ný jazyk L ⊆ Σ∗2 definujeme

h−1(L) = ∪w∈Lh−1(w).

M. Winczer ÚTI (ver. 14. februára 2024)
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Algoritmus je program, ktorý zastane na každom vstupe.
Program A je zobrazenie

A : Σ∗1 → Σ∗2

Definı́cia 2.32 Rozhodovacı́ problém (Σ, L) je pre danú
abecedu Σ a daný jazyk L rozhodnút’ pre každé x ∈ Σ∗, či

x ∈ L alebo x 6∈ L.

Algoritmus A rieši rozhodovacı́ problém (Σ,L), ak pre všetky
x ∈ Σ∗:

A(x) =

{
1, ak x ∈ L
0, ak x 6∈ L

Hovorı́me, že A rozpoznáva L.
M. Winczer ÚTI (ver. 14. februára 2024)
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Ak existuje algoritmus, ktorý rozpoznáva jazyk L, hovorı́me, že
jazyk L je rekurzı́vny.

Definı́cia 2.37 Nech Σ a Γ sú abecedy. Hovorı́me, že
algoritmus A počı́ta funkciu f : Σ∗→ Γ∗, ak pre všetky x ∈ Σ∗

A(x) = f (x).

Definı́cia 2.38 Nech Σ a Γ sú abecedy a R ⊆ Σ∗ × Γ∗ je relácia
na Σ∗ a Γ∗. Algoritmus A počı́ta R (alebo A rieši problém
relácie R), ak pre všetky x ∈ Σ∗

(x,A(x)) ∈ R.

M. Winczer ÚTI (ver. 14. februára 2024)
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Definı́cia 2.39 Optimalizačný problém je 6-tica
U = (ΣI,ΣO,L,M, cost, goal), kde

(i) ΣI je abeceda, volá sa vstupná abeceda
(ii) ΣO je abeceda, volá sa výstupná abeceda
(iii) L ⊆ Σ∗I je jazyk prı́pustných vstupov (slová zo

zmysluplnou interpretáciou)
x ∈ L sa nazýva inštanciou problému U

(iv) M je funkcia z L do P(Σ∗O), pre každé x ∈ L
voláme množinuM(x) množina prı́pustných
riešenı́ pre x

(v) cost je funkcia, cost :
⋃

x∈L(M(x)× {x})→ R+,
voláme ju cenová funkcia

M. Winczer ÚTI (ver. 14. februára 2024)
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Algoritmické problémy

(vi) goal ∈ {minimum,maximum} je ciel’.

Prı́pustné riešenie α ∈M(x) sa nazýva optimálne pre
inštanciu x problému U, ked’

cost(α, x) = Opt U(x) = goal{cost(β, x) | β ∈M(x)}.

Hovorı́me, že algoritmus A rieši problém U , ak pre všetky x ∈ L

(i) A(x) ∈M(x) (A(x) je prı́pustné riešenie pre
inštanciu x problému U) a

(ii) cost(A(x), x) = goal{cost(β, x) | β ∈M(x)}.
Ak goal = minimum, U voláme minimalizačný problém.
Ak goal = maximum, U voláme maximalizačný problém.

M. Winczer ÚTI (ver. 14. februára 2024)
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Algoritmické problémy

Hovorı́me, že optimalizačný problém
U1 = (ΣI,ΣO,L′,M, cost, goal) je podproblém optimalizačného
problému U2 = (ΣI,ΣO,L,M, cost, goal), ak L′ ⊆ L.

Definı́cia 2.47 Nech je Σ abeceda a x ∈ Σ∗. Hovorı́me, že
algoritmus generuje slovo x, ak je výstupom A slovo x pre vstup
λ.

Definı́cia 2.48 Nech je Σ abeceda a L ⊆ Σ∗. Algoritmus A
počı́ta L, ak pre každé kladné celé čı́slo n je výstupom A
x1, x2, . . . , xn, pričom je to prvých n slov L usporiadaných
kanonickým usporiadanı́m.

M. Winczer ÚTI (ver. 14. februára 2024)
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Definı́cia 3.1 (Deterministický) konečný automat (KA) je
5-tica M = (Q,Σ, δ, q0,F), kde

(i) Q je konečná neprázdna množina stavov,
(ii) Σ je abeceda, vstupná abeceda M. (Prı́pustné

vstupy sú všetky slová nad Σ.)
(iii) q0 je počiatočný stav,
(iv) F ⊆ Q je množina akceptujúcich stavov a
(v) δ je funkcia. δ : Q× Σ→ Q, voláme ju

prechodová funkcia M. (δ(q, a) = p znamená, že
ak M v stave q prečı́ta symbol a, zmenı́ stav na p.)

Konfigurácia M je l’ubovol’ný prvok z Q× Σ∗.
Konfiguráciu (q0, x) ∈ {q0} × Σ∗ voláme počiatočná
konfigurácia M na x.

M. Winczer ÚTI (ver. 14. februára 2024)
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Nedeterministické
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Každá konfigurácia patriaca do Q× {λ} sa nazýva koncová
konfigurácia

Krok M je relácia (na konfiguráciách):

M̀
⊆ (Q× Σ∗)× (Q× Σ∗),

definovaná takto:

(q,w)
M̀

(p, x)⇔ w = ax, a ∈ Σ a δ(q, a) = p.

M. Winczer ÚTI (ver. 14. februára 2024)
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Výpočet C stroja M je konečná postupnost’ C = C0,C1, . . . ,Cn

konfiguráciı́ takých, že Ci
M̀

Ci+1 pre všetky 0 ≤ i ≤ n− 1.

C je výpočet M na vstupe x ∈ Σ∗, ak C0 = (q0, x) a
Cn ∈ Q× {λ}.

Ak Cn ∈ F × {λ} hovorı́me, že C je akceptujúci výpočet M na
vstupe x alebo ekvivalentne M akceptuje x.

Ak Cn ∈ (Q− F)× {λ} hovorı́me, že C je zamietajúci výpočet
M na vstupe x alebo ekvivalentne M zamieta x.

M. Winczer ÚTI (ver. 14. februára 2024)
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Jazyk L(M) akceptovaný M definujeme ako

L(M) = {w ∈ Σ∗ | výpočet M na w skončı́
v koncovej konfigurácii (q, λ), q ∈ F}

= {w ∈ Σ∗ | M akceptuje w}.

Trieda regulárnych jazykov

L(KA) = {L(M) | M je KA}

je trieda všetkých jazykov akceptovaných konečnými
automatmi. Jazyk L z L(KA) je regulárny.

M. Winczer ÚTI (ver. 14. februára 2024)
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Definı́cia 3.2 Nech M = (Q,Σ, δ, q0,F) je konečný automat.

Definujeme
∗

M̀
ako tranzitı́vny a reflexı́vny uzáver relácie krok

M̀

stroja M t.j.

(q,w)
∗

M̀
(p, u)⇔ (q = p a w = u) alebo ∃k ∈ N− {0} také, že

(i) w = a1a2 . . . aku, ai ∈ Σ pre i = 1, 2, . . . , k a
(ii) ∃r1, r2, . . . , rk−1 ∈ Q takých, že

(q,w)
M̀

(r1, a2 . . . aku)
M̀

(r2, a3 . . . aku)
M̀
· · · (rk−1, aku)

M̀
(p, u).

Definujeme δ̂ : Q× Σ∗ → Q takto:
(i) δ̂(q, λ) = q pre všetky q ∈ Q a
(ii) δ̂(q,wa) = δ(δ̂(q,w), a) pre všetky

a ∈ Σ,w ∈ Σ∗, q ∈ Q.
M. Winczer ÚTI (ver. 14. februára 2024)
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Každý automat rozdelı́ Σ∗ do |Q| tried

KL[p] = {w ∈ Σ∗ | δ̂(q0,w) = p} = {w ∈ Σ∗ | (q0,w)
∗

M̀
(p, λ)}.

Je zrejmé, že pre všetky p, q ∈ Q, p 6= q platı́⋃
p∈Q

KL[p] = Σ∗ a KL[p] ∩ KL[q] = ∅.

M. Winczer ÚTI (ver. 14. februára 2024)
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Simulácia

Lema 3.10 (Simulácia) Nech Σ je abeceda a
M1 = (Q1,Σ, δ1, q01,F1) a M2 = (Q2,Σ, δ2, q02,F2) sú konečné
automaty. Pre operáciu � ∈ {∪,∩,−} existuje KA M taký, že

L(M) = L(M1)� L(M2).

M = (Σ,Q, δ, q0,F�), kde
(i) Q = Q1 × Q2,
(ii) q0 = (q01, q02),

(iii) pre všetky q ∈ Q1, p ∈ Q2 a a ∈ Σ je
δ((q, p), a) = (δ1(q, a), δ2(p, a)),

(iv) ak � = ∪, F = F1 × Q2 ∪ Q1 × F2,
ak � = ∩, F = F1 × F2,
ak � = −, F = F1 × (Q2 − F2).

M. Winczer ÚTI (ver. 14. februára 2024)
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Dôkazy neexistencie

Lema 3.12 Majme konečný automat A = (Q,Σ, δ, q0,F). Nech
pre x, y ∈ Σ∗, x 6= y :

(q0, x)
∗

À
(p, λ) a (q0, y)

∗

À
(p, λ)

pre nejaké p ∈ Q. Potom pre l’ubovol’né z ∈ Σ∗ existuje r ∈ Q
také, že xz ∈ KL[r] aj yz ∈ KL[r] a platı́, že

xz ∈ L(A)⇔ yz ∈ L(A).

M. Winczer ÚTI (ver. 14. februára 2024)
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Konečné automaty
Turingov stroj
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Dôkazy neexistencie, pumpovacia lema pre regulárne jazyky

Lema 3.14 Pre každý regulárny jazyk L existuje konštanta
n0 ∈ N taká, že každé slovo w ∈ Σ∗, pre ktoré |w| ≥ n0, sa dá
vyjadrit’ ako

w = yxz,

kde
(i) |yx| ≤ n0,

(ii) |x| ≥ 1 a
(iii) bud’ {yxkz | k ∈ N} ⊆ L alebo {yxkz | k ∈ N} ∩ L = ∅.

M. Winczer ÚTI (ver. 14. februára 2024)
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Definı́cia 3.1 Nedeterministický konečný automat (NKA) je
5-tica M = (Q,Σ, δ, q0,F), kde

(i) Q je konečná neprázdna množina stavov,
(ii) Σ je abeceda, vstupná abeceda M. (Prı́pustné

vstupy sú všetky slová nad Σ.)
(iii) q0 je počiatočný stav,
(iv) F ⊆ Q je množina akceptujúcich stavov a
(v) δ je funkcia. δ : Q× Σ→ P(Q), voláme ju

prechodová funkcia M.

Konfigurácia M je l’ubovol’ný prvok z Q× Σ∗.
Konfiguráciu (q0, x) ∈ {q0} × Σ∗ voláme počiatočná
konfigurácia M na x.

M. Winczer ÚTI (ver. 14. februára 2024)
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Každá konfigurácia patriaca do Q× {λ} sa nazýva koncová
konfigurácia

Krok M je relácia (na konfiguráciách):

M̀
⊆ (Q× Σ∗)× (Q× Σ∗),

definovaná takto:

(q,w)
M̀

(p, x)⇔ w = ax, a ∈ Σ a p ∈ δ(q, a).

M. Winczer ÚTI (ver. 14. februára 2024)
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Výpočet C stroja M je konečná postupnost’ C = C0,C1, . . . ,Cn

konfiguráciı́ takých, že Ci
M̀

Ci+1 pre všetky 0 ≤ i ≤ n− 1.

Výpočet M na vstupe x ∈ Σ∗ je výpočet C0,C1, . . . ,Cm stroja
M, kde

(i) C0 = (q0, x) a
(ii) buı̈ Cm ∈ Q× {λ}, alebo

Cm = (q, ax), pre nejaké a ∈ Σ a q ∈ Q také, že
δ(q, a) = ∅.

Ak Cm ∈ F × {λ} hovorı́me, že C je akceptujúci výpočet M na
vstupe x. Ak existuje akceptujúci výpočet M na x hovorı́me, že
M akceptuje slovo x.

M. Winczer ÚTI (ver. 14. februára 2024)
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Jazyk L(M) akceptovaný M definujeme ako

L(M) = {w ∈ Σ∗ | výpočet M na w skončı́
v koncovej konfigurácii (q, λ), q ∈ F}

= {w ∈ Σ∗ | M akceptuje w}.

M. Winczer ÚTI (ver. 14. februára 2024)
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Konečné automaty

∗

M̀
je tranzitı́vny a reflexı́vny uzáver relácie krok

M̀
stroja M.

Pre prechodovú funkciu δ definujeme δ̂ : Q× Σ∗ → P(Q) pre
všetky q ∈ Q, a ∈ Σ, a w ∈ Σ∗ takto:

(i) δ̂(q, λ) = {q},
(ii) δ̂(q,wa) =

⋃
r∈δ̂(q,w) δ(r, a)

= {p | existuje r ∈ δ̂(q,w) také, že p ∈ δ(r, a)}.
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Simulácia NKA na DKA, veta 3.26

Pre NKA M = {Q,Σ, δM, q0,F}, vytvorı́me DKA
A = (QA,Σ, δA, q0A,FA)

(i) QA = {〈P〉 | P ⊆ Q},
(iii) q0A = 〈{q0}〉,
(iv) FA = {〈P〉 | P ⊆ Q a P ∩ F 6= ∅},
(v) δA : QA × Σ→ QA, pre všetky 〈P〉 ∈ QA a a ∈ Σ

definovaná ako

δA(〈P〉, a) =

〈⋃
p∈P

δM(p, a)

〉
.
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Definı́cia Regulárny výraz E nad abecedou Σ je výraz
vytvorený podl’a nasledujúcich pravidiel a reprezentuje jazyk
L(E) definovaný takto

(i) ∅ je regulárny výraz a L(∅) = ∅.
(ii) Pre l’ubovol’né a ∈ Σ ∪ {λ} je a regulárny výraz a

L(a) = {a}.
(iii) Ak sú E1,E2 regulárne výrazy, potom sú regulárne výrazy

aj
(E1 + E2), (E1 · E2), (E∗1)
a
L((E1 + E2)) = L(E1) ∪ L(E2),
L((E1 · E2)) = L(E1) · L(E2), L((E∗1)) = (L(E1))∗.

(iv) iné regulárne výrazy nad Σ nie sú.
M. Winczer ÚTI (ver. 14. februára 2024)
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Konvencie pri zápise regulárnych výrazov:
(i) Priorita operátorov (od najvyššej) ∗, ·, +., t.j. netreba pı́sat’

všade zátvorky.
(ii) Operátor zret’azenia sa vynecháva.
(iii) {w1, . . . ,wn} označuje konečný jazyk obsahujúci slová

w1, . . . ,wn.
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Reg. výraz pre daný DKA

Nech DKA A = (Q,Σ, δ, q0,F) a Q = {0, 1, . . . , n}, q0 = 0.
Pre 0 ≤ i, j ≤ n, −1 ≤ k ≤ n definujeme množinu Rk

i,j takto

Rk
i,j = {w ∈ Σ∗ | δ̂(i,w) = j a δ̂(i, u) ≤ k

pre všetky vlastné prefixy u slova w}.

Rk
i,j obsahuje len také slová, ktoré spôsobia prechod automatu

A zo stavu i do stavu j a prechádzajú pri tom len cez stavy z
množiny {0, 1, . . . , k}.

L(A) =
⋃
j∈F

Rn
0,j

M. Winczer ÚTI (ver. 14. februára 2024)
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Reg. výraz pre daný DKA

{ dynamické programovanie }

R−1
i,j = {a | δ(i, a) = j} ∪ {λ | ak i = j}

Rk
i,j =



∅ ak k = −1, i 6= j, δ(i, a) 6= j
{a} ak k = −1, i 6= j, δ(i, a) = j
{λ} ak k = −1, i = j, δ(i, a) 6= j
{λ, a} ak k = −1, i = j, δ(i, a) = j
Rk−1

i,j ∪ Rk−1
i,k (Rk−1

k,k )∗Rk−1
k,j ak k > −1.
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Definı́cia 4.1 Turingov stroj (TS) je sedmica
M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, qaccept, qreject), kde

(i) Q je konečná množina, nazýva sa množina stavov M,
(ii) Σ je vstupná abeceda, ¢, t 6∈ Σ,

(iii) Γ je abeceda, nazýva sa pracovná abeceda. Σ ⊆ Γ a
¢, t ∈ Γ,

(iv) δ : (Q− qaccept, qreject)× Γ→ Q× Γ× {L,R,N} je
prechodová funkcia stroja M, pre ktorú platı́ pre všetky
q ∈ Q− qaccept, qreject, že δ(q, ¢) ∈ Q× {¢} × {R,N},

(v) q0 je počiatočný stav,
(vi) qaccept ∈ Q− {qreject} je akceptujúci stav,
(vii) qreject ∈ Q− {qaccept} je zamietajúci stav.

M. Winczer ÚTI (ver. 14. februára 2024)
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Konečné automaty
Turingov stroj
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Konfigurácia C stroja M je prvok
z conf(M) = {¢} · Γ∗ · Q · Γ+ ∪ Q · {¢} · Γ∗.

Počiatočná konfigurácia M na vstupnom slove x je q0¢x.
Krok stroja M je relácia

M̀
na konfiguráciách

(
M̀
⊆ conf(M)× conf(M))

(i) x1x2 . . . xi−1qxixi+1 . . . xn
M̀

x1x2 . . . xi−1pyxi+1 . . . xn, ak

δ(q, xi) = (p, y,N)
(ii) x1x2 . . . xi−1qxixi+1 . . . xn

M̀
x1x2 . . . xi−2pxi−1yxi+1 . . . xn, ak

δ(q, xi) = (p, y,L)
(iii) x1x2 . . . xi−1qxixi+1 . . . xn

M̀
x1x2 . . . xi−1ypxi+1 . . . xn, ak

δ(q, xi) = (p, y,R), i < n a x1x2 . . . xn−1qxn
M̀

x1x2 . . . xn−1ypt,

ak δ(q, xn) = (p, y,R).
M. Winczer ÚTI (ver. 14. februára 2024)
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Kódovanie TS

Turingov stroj

Výpočet M je potenciálne nekonečná postupnost’ konfiguráciı́
C0,C1, . . . taká, že Ci

M̀
Ci+1, pre i = 0, 1, 2, . . . .

Ak C0
M̀

C1
M̀
· · ·Ci, i ∈ N, tak pı́šeme C0

∗

M̀
Ci.

Výpočet M na vstupe x je výpočet, ktorý začı́na v počiatočnej
konfigurácii C0 = q0¢x a je bud’ nekonečný, alebo končı́ v
konfigurácii w1qw2, kde w1,w2 ∈ Γ∗ a q ∈ {qaccept, qreject}.
Výpočet M na x je akceptujúci ak končı́ v akceptujúcej
konfigurácii w1qacceptw2.
Výpočet M na x je zamietajúci ak končı́ v zamietajúcej
konfigurácii w1qrejectw2.

M. Winczer ÚTI (ver. 14. februára 2024)
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Vypočı́tatel’nost’

Obyčajný
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Turingov stroj

Ak je výpočet M na x akceptujúci(zamietajúci), hovorı́me, že M
akceptuje(zamieta) x.
Ak je výpočet M na x zamietajúci alebo nekonečný, hovorı́me,
že M neakceptuje.
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Jazyk L(M) akceptovaný M definujeme ako

L(M) = {w ∈ Σ∗ | M akceptuje w}.

Hovorı́me, že M počı́ta funkciu F : Σ∗ → Γ∗, ked’ pre všetky

x ∈ Σ∗ : q0¢x
∗

M̀
qaccept¢F(x).
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Jazyk L nazývame rekurzı́vne vyčı́slitel’ný (recursively
enumerable) ak existuje TS M taký, že L = L(M).

Množina
LRE = {L(M) | M je TS}

sa nazýva trieda rekurzı́vne vyčı́slitel’ných jazykov.
Jazyk L ⊆ Σ∗ sa nazýva rekurzı́vny (recursive), alebo
rozhodovacı́ problém (Σ,L) sa nazýva rozhodnutel’ný
(decidable), ak L = T(M) pre TS M, taký, že pre všetky x ∈ Σ∗

(i) q0¢x
∗

M̀
yqacceptz, y, z ∈ Γ∗, ked’ x ∈ L a

(ii) q0¢x
∗

M̀
uqrejectv, u, v ∈ Γ∗, ked’ x 6∈ L.

Ak platı́ (i) aj (ii) hovorı́me, že M zastane na každom vstupe,
alebo, že M vždy zastane.

M. Winczer ÚTI (ver. 14. februára 2024)
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Definı́cie
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Turingov stroj

{Turingov stroj, ktorý vždy zastane je formálny model
“algoritmu”.}

Množina

LR = {L(M) | M je TS, ktorý vždy zastane}

je trieda rekurzı́vnych (algoritmicky rozpoznatel’ných)
jazykov

Funkcia F : Σ∗1 → Σ∗2, kde Σ1,Σ2 sú abecedy, sa nazýva
vypočı́tatel’ná (computable), ak existuje TS M, ktorý počı́ta F.

M. Winczer ÚTI (ver. 14. februára 2024)
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k-páskový Turingov stroj (TS) dostaneme z obyčajného TS
zmenou niektorých jeho častı́:

(i) vstupná páska je len na čı́tanie, l’avý okraj vstupnej pásky
označuje symbol ¢ a pravý okraj špeciálny symbol $. Na
vstupnej páske sa hlava môže pohybovat’ oboma smermi,
ale nemôže sa posunút’ pred ¢ ani za $.

(ii) má k pracovných pások. Každá pracovná páska má svoju
hlavu na čı́tanie a zápis, na l’avom okraji pásky je symbol ¢,
pred ktorý sa hlava nemôže dostat’. Pásky obsahujú na
začiatku výpočtu len symboly t. Hlavy na páskach sa
môžu hýbat’ vpred aj vzad. Polı́čko pracovnej pásky je
symbol z Γ. Pracovné pásky sú očı́slované od 1 po k.

M. Winczer ÚTI (ver. 14. februára 2024)
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Turingov stroj

Konfigurácia (q,w, i, u1, i1, u2, i2, . . . , uk, ik) je prvok
z Q× Σ∗ × N × (Γ∗ × N)k.

(je tam stav q, vstupné slovo w, pozı́cia i čı́tacej hlavy na
vstupnom slove, a k dvojı́c – pracovná páska uj a pozı́cia ij
hlavy na nej) Ked’ w = a1a2 . . . an, ai ∈ Σ, čı́tacia hlava čı́ta
symbol ai.
Pre 1 ≤ j ≤ k je obsah pracovnej pásky ¢uj a platı́, že ij < |uj|.

V počiatočnej konfigurácii na vstupnom slove w je na
vstupnej páske ¢w$, čı́ta sa 1. symbol w, pracovné pásky
obsahujú ¢t . . . , hlavy čı́tajú symbol ¢.
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Krok stroja opisuje prechodová funkcia
δ : Q× (Σ ∪ {¢, $})× Γk → Q× {L,R,N} × (Γ× {L,R,N})k

Argument (q, a, b1, . . . , bk)
(i) q je momentálny stav.
(ii) a ∈ Σ ∪ {¢, $} je symbol, ktorý čı́ta hlava na vstupnej

páske.
(iii) b1, . . . , bk sú symboly, ktoré čı́tajú hlavy na pracovných

páskach.
Vykonanie kroku zahŕňa:

(i) prepı́sanie každého z k symbolov b1, . . . , bk na pracovných
páskach,

(ii) zmenu stavu stroja
(iii) eventuálne posunutie všetkých k + 1 hláv tak, že žiadna

nevyjde mimo pásky
M. Winczer ÚTI (ver. 14. februára 2024)
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Ak výpočet stroja M na w prı́de do stavu qaccept, potom M
akceptuje w. Ak prı́de do qreject, alebo sa nezastavı́, potom M
slovo w neakceptuje.

Poznámka: Uvedomte si, že v našom označenı́ sú obyčajný TS
a jednopáskový TS dva rôzne stroje. Obyčajný ma jedinú
pásku, kde je na začiatku vstup a stroj ju použı́va na čı́tanie aj
zápis. Jednopáskový (k-páskový) TS má jednu pásku len
vstupnú (je na nej vstup a dá sa len čı́tat’) a jednu (k)
pracovnú(ých) pások, na ktoré sa dá pı́sat’ a dajú sa aj čı́tat’.
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Viacpáskový
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Turingov stroj
Ekvivalentnost’ strojov

Nech sú A a B dva stroje pracujúce nad rovnakou abecedou Σ.
A je ekvivalentné B, ked’ pre každý vstup x ∈ Σ∗ platı́

(i) A akceptuje x práve vtedy ked’ B akceptuje x,
(ii) A zamieta x práve vtedy ked’ B zamieta x,
(iii) výpočet A na x je nekonečný práve vtedy ked’ výpočet B na

x je nekonečný.

Poznámka: Ekvivalencia A a B implikuje, že L(A) = L(B). Ale
platnost’ L(A) = L(B) neimplikuje ekvivalenciu A a B.
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Vypočı́tatel’nost’

Obyčajný
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k k-páskovému TS existuje ekvivalentný obyčajný TS

Označme si k-páskový Turingov stroj TS A a obyčajný TS B.
B bude simulovat’ prácu A. Jeden spôsob ako realizovat’
simuláciu je, že konfigurácia B bude reprezentovat’ konfiguráciu
A (jedna ku jednej)
k-páskový TS A má pracovnú abecedu ΓA. Pracovnú abecedu
ΓB TS B definujeme takto:

ΓB = (Σ ∪ {¢, $, t})× {t, ↑} × (ΓA × {t, ↑})k ∪ Σ ∪ {¢}

a = (a0, a1, . . . , a2k+1) ∈ ΣB
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Definı́cia 4.15 Dva modely strojov (triedy strojov) na riešenie
rozhodovacı́ch problémov A,B sú ekvivalentné keı̈

(i) pre každý stroj A ∈ A existuje stroj B ∈ B, ktorý je
ekvivalentný s A a

(ii) pre každý stroj B ∈ B existuje stroj A ∈ A, ktorý je
ekvivalentný s B.
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Pravidlá
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Turingov stroj
Church-Turingova téza

Turingove stroje sú formalizáciou označenia
“algoritmus”, t.j.trieda rekurzı́vnych jazykov
(rozhodnutel’ných rozhodovacı́ch problémov)
zodpovedá triede algoritmicky (automaticky)
rozpoznatel’ných jazykov
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Definı́cia 4.21 Nedeterministický Turingov stroj (NTS) je
7-mica M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, qaccept, qreject), kde

(i) Q,Σ,Γ, q0, qaccept, qreject majú rovnaký význam ako pri
deterministickom TS,

(ii) δ : (Q− qaccept, qreject)× Σ→ P(Q× Γ× {L,R,N}) je
prechodová funkcia stroja M, pre ktorú platı́ pre všetky
q ∈ Q− qaccept, qreject, že δ(q, ¢) ⊆ Q× {¢} × {R,N},
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Definı́cie
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Konfigurácia je rovnaká ako pri deterministickom TS.

Krok stroja M je relácia
M̀

na konfiguráciách

(
M̀
⊆ conf(M)× conf(M))

Jazyk L(M) akceptovaný NTS M definujeme rovnako ako pre
deterministický TS

L(M) = {w ∈ Σ∗ | M akceptuje x}.
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Definı́cia 4.25 Nech M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, qaccept, qreject) je NTS a
x je slovon nad vstupnou abecedou Σ. Strom výpočtu TM,x
stroja M na x je orientovaný strom definovaný takto:

(i) Každý vrchol TM,x je označený konfiguráciou.
(ii) Koreň stromu je jediný vrchol, do ktoého nevchádza hrana

a je označený počiatočnou konfiguráciou q0¢x stroja M na
x.

(iii) Každý vrchol TM,x označený konfiguráciou C má práve
tol’ko synov, do kol’kých konfiguráciı́ sa z C vieme dostat’ na
jeden krok výpočtu. Synovia sú označenı́ prı́slušnými
nasledovnými konfiguráciami konfigurácie C.
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Turingov stroj
“kompilácia” programu pre TS

Majme TS M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, qaccept, qreject), kde
Q = {q0, q1, . . . , qm, qaccept, qreject} a Γ = {A1,A2, . . . ,Ar}.
Code(qi) = 10i+11, pre i = 0, . . . ,m,
Code(qaccept) = 10m+21,
Code(qreject) = 10m+31,
Code(Aj) = 110j11, pre j = 1, . . . , r,
Code(N) = 1110111,
Code(R) = 11102111,
Code(L) = 11103111,
Code(δ(p,Al) = (q,Am, α)) =

#Code(p)Code(Al)Code(q)Code(Am)Code(α)
pre prechod δ(p,Al) = (q,Am, α), kde p ∈ {q0, . . . , qm}, q ∈ Q,
l,m ∈ {1, . . . , r} a α ∈ {L,R,N}.
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Kódovanie TS

Turingov stroj

Code(M) = #0m+3#0r#Code(Prechod1)Code(Prechod2) . . .

Ešte sa musı́me zbavit’ znaku #. Jedno z mnohých riešenı́ je
homomorfizmus h, h(0) = 00, h(1) = 11, h(#) = 01.

Definı́cia 4.30 Pre Turingov stroj M označı́me kód TM M

Kod(M) = h(Code(M)) a

KodTM = {Kod(M) | M je TS}.

Aver označı́me algoritmus (TS), ktorý rozhodne rozhodovacı́
problém (Σbool,KodTM), t.j. či dané x ∈ (Σbool)

∗ je kód TS.
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Pravidlá
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Obyčajný
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Definı́cia 4.33 x ∈ (Σbool)
∗. Pre l’ubovol’né kladné celé i

hovorı́me, že x je kód i-teho TS ak
(i) x = Kod(M) pre TS M a
(ii) množina {y ∈ (Σbool)

∗ |
y je pred x vzhl’adom na kanonické usporiadanie}

obsahuje presne i− 1 slov, ktoré sú kódmi TS.

Ak x = Kod(M) je kód i-teho TS, potom M je i-ty TS Mi. i je
poradové čı́slo TS Mi.
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Konečné automaty
Turingov stroj
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Existuje jazyk, ktorý nie je rekurzı́vne vyčı́slitel’ný (neexistuje
TS, ktorý by ho rozpoznával).

Množina KodTM má menšiu kardinalitu ako množina
všetkých jazykov nad ΣBool.

Definı́cia 5.1 A a B sú množiny.
Hovorı́me, že |A| ≤ |B|, ak existuje injektı́vne zobrazenie z A
do B.
Hovorı́me, že |A| = |B|, ak |A| ≤ |B| a súčasne |B| ≤ |A|.
Hovorı́me, že |A| < |B|, ak |A| ≤ |B| a neexistuje injektı́vne
zobrazenie z B do A.
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Definı́cia 5.4 Množina A sa nazýva spočı́tatel’ná (countable) ak
je konečná, alebo |A| = |N|.
Prı́klady spočı́tatel’ných množı́n:
abeceda Σ, Σ∗, KodTM, Z, N+ × N+, Q+, N+ × N+ × N+

ale

Množina [0,1] nie je spočı́tatel’ná.
P((ΣBool)

∗) nie je spočı́tatel’ná.
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Konečné automaty
Turingov stroj
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diagonalizačný jazyk Ldiag

w1,w2, . . . sú všetky slová nad ΣBool v kanonickom usporiadanı́.
M1,M2, . . . je postupnost’ všetkých TS.
dij = 1⇔ Mi akceptuje j-te slovo wj.

Definujme L(Mi) = {wj | dij = 1 pre všetky j ∈ N+}.

Diagonalizačný jazyk Ldiag je rôzny od každého jazyka L(Mi).
Ldiag = {w ∈ (ΣBool)

∗ | w = wi, pre nejaké i ∈ N+

a súčasne Mi neakceptuje wi}.
= {w ∈ (ΣBool)

∗ | w = wi, pre nejaké i ∈ N+

a súčasne dii = 0}.
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Definı́cia 5.23 Σ1 a Σ2 sú abecedy. L1 ⊆ Σ∗1 a L2 ⊆ Σ∗2 sú
jazyky. Hovorı́me, že L1 je (rekurzı́vne) redukovatel’ný na L2 a
označujeme L1 ≤R L2 ak

L2 ∈ LR ⇒ L1 ∈ LR.

Vzhl’adom na algoritmickú riešitel’nost’ je L2 aspoň tak
t’ažký ako L1.

Definı́cia 5.24 Nech sú L1 ⊆ Σ∗1 a L2 ⊆ Σ∗2 jazyky nad
abecedami Σ1 a Σ2. Hovorı́me, že M redukuje jazyk L1 na
jazyk L2, L1 ≤m L2, ked’ existuje TS M, ktorý počı́ta zobrazenie
fm : Σ∗1 → Σ∗2 s vlastnost’ou x ∈ L1 ⇔ fm(x) ∈ L2, pre všetky
x ∈ Σ∗1, Funkcia fm sa nazýva redukcia L1 na L2
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Lema 5.25 Ak L1 ≤m L2, potom L1 ≤R L2.

Lema 5.27 L ≤R LC a súčasne LC ≤R L.

Dôsledok 5.28 (Ldiag)C 6∈ LR.

Lema 5.29 (Ldiag)C ∈ LRE.

Dôsledok 5.30 (Ldiag)C ∈ LRE − LR, teda LR  LRE.
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Definı́cia 5.31 Univerzálny jazyk ja jazyk

LU = {Kod(M)#w | w ∈ (ΣBool)
∗ a M akceptuje w}.

Veta 5.32 Existuje univerzálny TS U taký, že

L(U) = LU.

Teda platı́, že LU ∈ LRE.

Veta 5.33 LU 6∈ LR.
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Definı́cia 5.35 Problém zastavenia (halting problem) je
rozhodovacı́ problém ({0, 1,#}∗,LH), kde

LH = {Kod(M)#x | x ∈ (ΣBool)
∗ a M zastavı́ na x}.

Veta 5.37 LH 6∈ LR.
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Lempty = {Kod(M) | L(M) = ∅}.

(Lempty)C = {x ∈ {0, 1}∗ | (x 6= Kod(M′) pre všetky TS M′) alebo
(x = Kod(M) a L(M) 6= ∅)}.

Lema 5.39 (Lempty)C ∈ LRE.

Lema 5.40 (Lempty)C 6∈ LR.

Dôsledok 5.41 Lempty 6∈ LR.

Dôsledok 5.43 Jazyk
Leq = {Kod(M)#Kod(M′) | L(M) = L(M′)} 6∈ LRE.
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Pravidlá
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Riceova veta

Definı́cia Vlastnost’ jazykov z LRE je nejaká ich podmnožina.

Vlastnost’ je triviálna ked’ je bud’ ∅ alebo celé LRE

Rieceova veta Každá netriviálna vlastnost’ jazykov z LRE je
nerozhodnutel’ná ( 6∈ LR).
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