UTI - cvicenie 10, 28.4.2026 Lucia Budinska

1. priklad

Zostrojte Turingov stroj, ktory vracia TRUE/FALSE (teda akceptuje
alebo zamieta), podla toho, ¢i slovo na paske patri alebo nepatri do jazyka:

(a) Ly = {ww?® | w € {a,b}*}
(b)* Ly = {ww | w € {a,b}*}
(d) Ls={lwls = |wlp | w € {a,b}"};

Riesenie 1. prikladu

Riesenie (a) Pri rieSeni tejto tlohi si treba uvedomit, ze w’ je reverz
slova, Cize slovo napisané odzadu. Do jazyka tak budu patrit napriklad slova
aaabbaaa, ababbaba alebo bbaabb. Pismeno na zaciatku a na konci musia byt
rovnaké, treba tak iba posuvat ,zaciatok” a ,koniec” a kontrolovaft.

Ako zacneme c¢itat slovo, vedia nam vzniknit dve vetvy. Bud ¢itame
a a teda hladdme na konci slova a, alebo ¢itame na zaciatku b a aj na
konci slova hladdme b. Na toto pamétanie nam budu slazit stavy (ako pri
KA). Ako si pozna¢ime, ze sme nejaké pismeno uz precitali? Mdzeme na to
vyuzit napriklad #. Tak sa ndm budd postupne na zaciatku a konci slova
menit znaky na mriezky a teda mriezky budi nase zaciatky a konce. Vzdy
pojdeme od mriezky k mriezke a na zaciatku slova (za centom alebo neskor
za mriezkou) pre¢itame symbol a budeme ho hladat aj na konci slova (pred
blankom a neskor pred mriezkou), ak st rovnaké, zmenime znak na mriezku
a ideme spéat na zaciatok. Ak si rozne, zamietame.

Este sa moze stat, Ze slovo ma neparnu dizku, ¢ize k nejakému znaku
uz nenajdeme druhy znak (na péske uz zostanu iba mriezky). Vtedy tiez
zamietame.

Vysledny TS z cviceni vidite na obrazku, alebo si toto rieSenie mozete
mojim| a vyskusat.
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kontrola_a

Navrh rieSenia (b): Podobny priklad sme riesili na predchdadzajicom
cviceni, vtedy vsak medzi slovami w bola mriezka. Tt teraz nemame, ¢ize
si musime stred slova zistit sami. To viete spravit tak, Ze za kazdy znak na
zaciatkus lova najdete znak na konci slova a postupnou iterdciou pridete k
strednému znaku (dvojici). Narozdiel od riesenia v Casti (a), teraz nemozete
prepisovat znaky na mriezky (alebo nieCo iné rovnaké), kedze po najdeni
polovice slova budete musief skontrolovat, ¢i je slovo v prvej polovici rovnaké
ako slovo v druhej polovici. Preto odportac¢am prepisovat a na A a b na B
— tak si stale uchovite informéaciu o tom, aké je tam pismenko, a zaroven
viete, ktoré ste uz preéitali a ratali (velké pismend).

Kedy néajdete stred? Ked po poslednom znaku na zaciatku slova bude
vpravo tiez velky znak. Potom uz len treba skontrolovat, ¢i slovo od polovice
po blank je rovnaké ako slovo od centu do polovice. Na to viete vyuzit uz
klasické prepisovanie na mriezky (alebo Iuvobolny iny oznacovac). Zacnete
prave od stredu slova, preéitate prvy znak v druhej polovici a vraciate sa
na zaciatok. Alebo zacnete od stredu slova, precéitate posledny znak v prvej
polovici a idete na koniec slova skontrolovat, ¢i je tam rovnaky symbol.

Co ak zistite, Ze slovo je neparnej dlzky? Tak asi nebude tvaru wuw.

Navrh rieSenia (c): chceme zistit, ¢i je v slove rovnako vela a¢ok ako
bécok. Mbzeme to spravit tak, ze vzdy, ked v slove narazime na a, oznac¢ime
si, Zze sme ho precitali tak, ze ho prepiSeme na A, a budeme k nemu hladat
b. Ked ho najdeme, tiez ho prepiSeme na B, aby sme vedeli, Zze uz sme ho
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zaratali. Bude to fungovat opacne — ak najdeme b, budeme k nemu hladat
a. Toto budeme robit dovtedy, kym v nasom slove bud:

e nebudi vsetky pismend velké, ¢ize slovo méa rovnaky pocet acok a
bécok, a akceptujeme ho,

e pre a uz v slove nenajdeme b, ¢ize acok je viac ako bécok a slovo
zamietame,

e pre b uz v slove nenajdeme a, ¢ize bécok je viac ako acok a slovo
zamietame.

Skuste si navrhnut vlastny TS a porovnajte ho s mojim. Ten nema az také
elegantné riesenie, paskou prechadzame viackrat a znaky berieme ndhodne.
Urcite vymyslite aj krajsie rieSenie. Vyskusajte vsetky mozné dobré a aj zlé
slova, aby ste si overili, ¢i naozaj funguje spravne.

2. priklad

Zostrojte viacpaskovy Turingov stroj, ktory rozoznéva jazyk:
(a) Ly =A{we{0,1}" | |wfo = w]1}
(b) Lo ={we{0,1}" |[wlo = 3[wh}

(0)* Ly ={w € {0,1,2}" | [w]i = 2|w|z = |w|s};

Riesenie 2. prikladu

Skor ako zacneme riesit, zopakujeme si jednotlivé pojmy. Obycajné Tu-
ringove stroje su stroje s jednou vstupno-vystupnou péskou, ktora zacina
centom a za vstupnym slovom je nekonecne vela blankov. Viacpaskové Tu-
ringove stroje obsahuji jednu vstupni pasku, ktord zacina centom a kondéi
dolarom. Tato vstupnd paska je read-only, to znamend Ze na nu nevieme
ni¢ zapisovat. Dalej mame viac pomocnych (pracovnych) pasok, ktoré obsa-
hujt na zaciatku iba cent a nekonecne vela blankov. Na tieto m6zeme pisat,
mazat, moézeme tam zapisovat vysledok a podobne. Jednopaskovy TSE| bude
stroj, ktory ma jednu vstupnd a jednu pomocni (pracovni) pasku. Dvoj-
paskovy bude mat dve pomocné (pracovné) pasky. Kazda paska ma vlastni
¢itaciu hlavu, ¢o znamend, ze ak sa na jednej hybeme, na dalSej mozeme
aj stat alebo sa hybat opa¢nym smerom (samozrejme, v ramci pravidiel, ze

v JFLAP treba vybrat dvojpaskovy — do poétu pasok ritaji aj vstupnd
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nejdeme pred cent a za dolar). Z toho vyplyva, ze kazdy prechod bude v
tvareE| ¢itam, posivam | ¢itam, pisem, posivam | ¢itam, pisem, posivam ...
- kedzZe na vstupnej paske nevieme ni¢ prepisovat.

RieSenie (a): chceme zistit, ¢i vo vstupnom slove je rovnaky pocet niil
ako jednotiek. Pri obycajnom TS sme museli prechddzat pasku velakrat (ako
napr. v 1 (c)), ale kedZze mame pomocné pésky, vieme ich vyuzit na to, aby
sme to zistili uz pocas jedného prechodu vstupnym slovom. Mohli by sme
napriklad pre kazdd nulu na vstupe zapisat jednu nulu na prvi pomocni
pasku (1pp) a za kazdu jednotku jednu nulu z 1pp vymazat. Bolo to to dobré
riesenie?

Pozrime sa, ¢o by sa stalo so slovom 010101 — najprv by sme na 1pp
napisali 0, potom ju vymazali, potom opéat napisali 0, zas vymazali a eSte
raz napisali nulu a vzapéti ju vymazali. 1pp by tak zostala prdzdna (az na
cent) a slovo by sme mohli akceptovat. Co by sa ale stalo pri slove 1010107
Je to tiez slovo, ktoré by malo byt akceptované, ale teraz by sme sa najprv
snazili mazat nieco z prvej pasky, hoci by este bola prazdna. Co nie je dobry
pristup.

Dobre, mozno ste si povedali, zZe to, ¢i zapisujeme na 1pp nuly alebo
jednotky bude zavisiet od toho, ¢o je prvé na vstupe. Tak si zas ukédzme
slovo, ktoré ndm tento napad pokazi. Napriklad 100011 — na 1pp by sme
pisali jednotky, ale hned na tretom znaku by sme sa snazili vymazat znak z
prazdnej pasky. Takze asi ani toto nie je korektny postup.

Mozno to len nevieme spravit pri jednom prechode tplne jednoducho.
Tak skisme spravit iné riesenie, ktoré mozno nebude tak efektivne, a na-
sledne sa skisime vratit k tomu, ako to spravit jednym prechodom.

Co keby sme si na 1pp napisali nuly zo vstupného slova, pri jednotkéch
na vstupe by sme sa iba posunuli doprava. Ked by sme prisli na koniec
vstupného slova, vracali by sme sa po vstupnej paske dolava a za kazdud
jednotku by sme vymazali 0 z 1pp. Bol by tento postup dobry pre vsetky
tri prechddzajice slovd? Ano. Pri vietkych z nich by sme najprv napisali
tri nuly na 1pp a nasledne, pri prechode paskou sprava dolava, by sme ich
véetky tri vymazali. Tak by nakonci zostala 1pp prazdna. Cize nas TS by
akceptoval slovo vtedy, ked by sme sa na vstupnej paske dostali na cent a
zaroven by bola 1pp pradzna (teda by sme sa tam tiez dostali na cent).

2y JFLAP zas nastdva trochu zmena, kedze v ich TS mézete na vstupnii pasku pisat,
treba tam dévat aj tieto prechody, tj. x, x, SMER, kde x je nejaky znak. Aby ste vedeli
vytvorit TS podla nasej definicie, dajte si pozor, aby ste na vstupnej paske ni¢ neprepisali,
a pri testovani zaddvajte aj okraje pasky cxxzx$, resp. na pomocné pésky dajte vzdy na
zaciatok ¢. Ja vo svojich TS ¢ nahrddzam c a $ S.
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Kedy by nas TS zamietal? Ak by sme chceli mazat nieco z prazdnej 1pp.
Alebo ak by na 1pp eSte zostali nuly, ale na vstupe by sme sa uz dostali na
cent. Skisme si cely postup spisat v bodoch:

e Citame vstupnu pasku zlava doprava

— ak Citam na vstupe 0, posuniem sa doprava, na 1pp napiseme 0
a posunieme sa doprava,

— ak ¢itam na vstupe 1, posuniem sa doprava, na 1pp nepiseme nic¢
a stojime,

e ked prideme na dolar na vstupe zacneme citat vstupnt pasku sprava
dolava

— ak ¢itame na vstupe 0, posuniem sa dolava, na 1pp nerobime nic¢
a stojime (stdf mozeme na 0, ale aj na cente — napr. pre slovo
0011),

— ak ¢itame na vstupe 1, posuniem sa dolava, na 1pp:

x ak je tam 0, vymazeme ju a posunieme sa dolava,

x ak je tam uz cent, slovo zamietame (v slove bolo viac jedno-
tiek ako nul)

— ak ¢itame na vstupe cent, stojime a na 1pp:

* ak je tam tiez cent, slovo akceptujeme (mé rovnaky pocet nil
a jednotiek),

x ak je tam nula, slovo zamietame (v slovo bolo viac nil ako
jednotiek)

Teraz ndm uz len zostava tento TS zostrojit. Skuste ist podla ndvodu a
nasledne porovnajte s tym mojim. Nezabudnite definovat cely TS — tj. aj
vstupni abecedu {0, 1} (z ¢oho sa sklada vstupné slovo) a pracovni abecedu
{¢,8,1,0,1,U} (aké vSetky znaky vieme precitat). Zamyslite sa, ¢o sa stane
s prazdnym slovom na vstupe. Bude akceptované a ma byt akceptované?

Napadli vam aj iné moznosti ako tento priklad riesit? Urcite sa to da po-
mocou dvojpaskového TS, kde na jednej paske budete mat nuly a na druhej
jednotky a potom iba skontrolujete, ¢i ich je rovnako vela. Pripadne iné ob-
meny. No ale da sa to vyriesit aj tak, ze po vstupnom slove prejdeme naozaj
iba raz a budeme mat iba jednu pomocnt pasku? Ano, d4. Na zaciatku sme
zistili, ze ak by sme si zapisovali na 1pp nuly a za kazdu jednotku by sme
jednu nulu z 1pp vymazali, problematické by bolo, keby sme mali prazdnu


http://www.edu.fmph.uniba.sk/~budinska/fmfi/JFLAP/CV10_1a.jff

UTI - cvicenie 10, 28.4.2026 Lucia Budinska

pasku a chceli by sme mazat. To moézeme vyriesit napriklad tak, ze ked je
paska prazdna, ale mali by sme jeden symbol vymazat, napiSeme si na pasku
napriklad —. Nésledne, ak ideme zapisat nulu ale uz je tam minus, toto mi-
nus vymazeme. Tu si vSak treba davat pozor na to, ako sa hybe hlava na
1pp, kedy mazeme, kedy sa kam postvame a kedy uréite vieme, ze mézeme
akceptovat a kedy zamietat. Skiuste si taky T'S navrhnif, pripadne sa mozete
inspirovat tym mojim.

RieSenie (b): ako budeme kontrolovat slova, v ktorych je trikrat viac
nul ako jednotiek? Mo6zeme upravit nejaky z postupov v predchadzajicom
priklade? Samozrejme. Tak skidsme najprv nacrtnit, ako by sme tento pri-
klad riesili s jednopaskovym T'S.

Najprv vstupné slovo ¢itame zlava doprava. Za kazdu prec¢itand jednotku
na lpp zapiseme tri jednotky. Pri precitani nuly sa iba posunieme doprava
a na lpp nerobime ni¢. Ked narazime na dolar, zacneme slovo ¢itat sprava
dolava. Teraz vzdy, ked precitame nulu, jednu jednotku z 1pp vymazeme
(tiez vymazavame sprava dolava). Kedze sme si na zaciatku strojnasobili
pocet jednotiek, slovo akceptujeme, ak sa na oboch paskach dostaneme naraz
na cent. Ak bude 1pp prazdna skor ako sme stihli precéitat celé vstupné slovo,
slovo mé viac nul ako tri krat pocet jednotiek. Ak sa na vstupnej péaske
dostaneme na cent a na 1pp budt este jednotky, tak slovo bude mat menej
nul ako tri krat pocet jednotiek. V oboch tychto pripadoch zamietame.

Ako by vyzeral dvojpaskovy TS? Na jednu pasku by sme si mohli napisat
nuly, na druhi jednotky. A tu mate zas dve moznosti — bud kazdu jednotku
zapiSete trikrat a nasledne iba skontrolujete, ¢i st slova na 1pp a 2pp rovnako
dlhé. Alebo zapiSete iba redlne pocty nil a jednotiek a pri néslednej kontrole
za kazdu jednotku na 2pp prejdete tri nuly na 1pp. Vyskusajte si jeden z
tychto sposobov zostrojit.

Riesenie (c): prepokladam, ze uz asi rovno viete, ako by ste riesili tento
priklad. Najjednoduchsie by, samozrejme, bolo pouzit tri pomocné pasky. Na
jednej mat nuly, na druhej jednotky a na tretej dvojky. Ale vieme to vyriesit
aj s dvoma pracovnymi paskami? Ano, ak trochu skombinujeme oba pristupy
z predchadzajicej tlohy.

Na 1pp si budeme pisat nuly — za kazda nulu na vstupe sem napiseme
jednu nulu. Na 2pp za kazda jednotku na vstupe napiseme dve jednotky.
No a nésledne, ked uz budeme na konci slova, budeme odzadu kontrolovat —
ak precitame dvojku, vymazeme jednu nulu z 1pp a jednu jednotku z 2pp.
Ak precitame na vstupe vsetky dvojky a obe pracovné pasky budu prazdne,
slovo akceptujeme. Vyskusajte si tento T'S skonstruovat.
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3. priklad

Zostrojte dvojpaskovy Turingov stroj, ktory bude simulovat Stack (zé-
sobnik).

e mna vstupnej paske dostane 1, a, b, kde 1 znamend POP, a symboly
a, b PUSH danych symbolov do zasobnika,

e na prvej pracovnej paske bude aktudlny stav zésobnika,
e na druhej pracovnej paske vystup z funkcie POP,

e TS skonci v akceptacnom stave, ak po vykonani celého vstupu zostane
zasobnik prazdny.

e Je na vas, co spravi TS, ak je prazdny zdsobnik a zavold sa POP. Méze
to ,,oyhodit error”, teda presunit sa do Reject-u, alebo iba vrdatit blank.

Idea riesenia 3. prikladu

Priklad sa dé& vyriesit presne podla zadania. Vzdy, ked bude na vstupe
symbol a alebo b, napiSeme ich na 1pp a posunieme sa na nej doprava. Ak
tam bude T, ndjdeme na 1pp posledny symbol, napiSeme ho na 2pp a z 1pp
ho vymazeme. Ked prejdeme celé slovo na vstupnej paske, skontrolujeme, ¢i
je 1pp (zasobnik) prazdna. Vyskisajte, pripadne si pozrite moje rieSeniel.

Vedeli by sme vytvorit TS, ktory by akceptoval také slova nad abecedou
{1,a,b}, ze ich vykonanim zostane prazdny zasobnik, aj bez toho, Ze by sme
si zapisovali aktudlny stav zasobnika? Mohli by ste navrhnut, Ze ved iba staci
zistit, ¢i je pocet znakov a,b rovnaky ako pocet 1 v slove. To by ale nebola
pravda napriklad pre slovo 171 ab, pri ktorom by na konci zostalo v zdsobniku
ab, alebo by uz rovno vyhodil error pri pokuse o POP z prazdneho zasobnika.
V tomto pripade je dolezité poradie operacii, preto vhodné riesenie je prave
simulovanie zdsobnika (samozrejme, ak by sme iba zistovali, ¢i je slovo z
jazyka, nepotrebovali by sme 2pp).

4. priklad

Zostrojte viacpaskovy deterministicky Turingov stroj, ktory rozoznava
jazyk:

(a) Li={a"|n>1n¢cN}
(b)* Ly ={a®*" |n>1,n € N}
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(c)* Ly = {a™®" |n>1,n€ N}

Poznamky k 4. prikladu

Idea rieSenia 4(a): Ako by sme mohli rozoznavat slova, ktoré obsahuju
pocet acok rovny druhej mocnine ¢isla vic¢sieho ako jedna? No vieme si
mocniny predpocitat a potom iba skontrolovat, ¢i na vstupe je slovo rovnakej
dizky. A ako si ich predpoé¢itame? Pouzijeme na to dve pomocné pasky —
na prvej budeme mat n acok, na druhej vzdy vypocitame n?. Vieme, ze
najmensie slovo akceptované tymto TS je slovo a? = aaaa, takze si ho na
zaciatku pripravime na pasky.

Ako zmenime @™ na a(™+1*? Vypocitajme o kolko &¢ok viac bude mat
dlhsie slovo. Tj. vypoéitajme rozdiel (n+1)2—n? = n?+2n+1-n? = 2n+1.
To znamena, Ze na 2pp iba dvakrat skopirujeme obsah 1pp, priddme este
jedno acko a o jedno acko zvysime aj 1pp.

Vzdy po vypocitani druhej mocniny skontrolujeme, ¢i nemame rovnaky
pocet ako na vstupe. Ak je uz na 2pp viac a¢ok ako na vstupe, slovo za-
mietneme (zjavne nie je druhou mocninou), ak je ich menej, spravime druhu
mocninu o jedna vacsieho cisla.

Vyskusajte si moje riesenie. Viete zostrojif aj iny postup? Skuste pre
kazdy zistit, kolkokrat budete musiet prejst vSetky pasky (tj. zistite zlozitost
tohto algoritmu).

Idea rieSenia 4(b): budete vediet pouzit podobny postup ako v casti
(a)? Ako sa spravaju mocniny dvojky? Bude vam stacit aj menej pomocnych
pasok?

Idea rieSenia 4(c): Viete vyuzit podobny postup ako napriklad v pri-
klade 2(b)? Tiez mate porovnat pocty dvoch znakov. Teraz o ¢osi jedno-
duchsie, lebo tie znaky budu za sebou. Odporucam si zapisat slova, ktoré
teraz vyhovuju zadaniu.

Poznamky

Hlavny rozdiel medzi obycajnym TS a viacpaskovym TS je v tom, Ze pri
viacpéaskovom je vstupna paska READ-ONLY - zacina ¢ a konéi $. Pracovné
pasky ¢islujeme od 1 a na zaciatku su prazdne (az na ¢) a ¢itacie hlavy na
zaciatku. Pre kazdy krok viacpaskového TS musime definovat:

e Co Citame na vstupnej paske a kam sa postvame;

e pre kazdu pracovnu: ¢o c¢itame, co zapisujeme a kam sa postvame.
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Determinizmus pri viacpaskovych TS znaci, ze ak v jednom stave pre-
¢itame urcitd sadu symbolov na paskach, jednoznacne bude stroj vediet,
kam sa posuntit. Teda nie je povolené mat zaroven prechody ako napr.:
a,R|b,b,R | c,c, L a prechod a, N | b,b,R | c,c, L

Pri doméacich tlohach a sktskach je dolezitd najmé jasna idea celého T'S.
Tj. postup, ako pracuje, ¢o kde sa ma stat, kedy akceptuje, kedy zamieta...
Takze popis algoritmu. Potom, ak sa aj pomylite v prechodovej funkcii, je
to mensi problém, akoby ste napisali iba prechodovil funkciu a nenapisali
myslienku algoritmu. Opét, nezabudajte na vhodné opisy stavov ¢i casti TS
(na ktoré sa mozete odkazovat v popise), a nezabudnite spravit definiciu TS
(sedmica z prednésky). Prechodovi funkciu méte uz priamo v diagrame, ak
ho nakreslite. Alebo ju mo6zete iba napisat.



