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1. priklad

(a) Pozrime sa na homomorfizmy. Mame abecedy ¥ ={0,1} aI' = {a,b}.
Homomorfizmus hy je definovany takto:

hl DI
h1(0) = aa
hl(l) =a

(i) Lo ={0,01,001, 111}, ¢omu je rovné hi(Lg)?

(ii) Lo = {aa,aaa,baa}, Comu je rovné hy*(L,)?

(b) Majme homomorfizmus h definovany takto:

h:¥X" —T*
h(0) = ab
h(1)=10

Zistite comu je rovné:

(i) R(001001)
(i) h~!(ababbd)
(iii) h~'(baba)
(iv) Ly = {0,1,110,001}
h(L1)
(v) Lo = {ab, bb,bab}
h™H(L2)
(vi) L3 = {aaa, aba}
h=1(Ls)
(vii) Ly = {abb,baa}
h™(La)

h
h

Riesenie 1. prikladu

(a) Ako funguji homomorfizmy? Homomorfizmus zobrazuje znaky na slova
(preto pre definovani homomorfizmu musime povedat, na ¢o sa zobrazi
kazdy znak z abecedy). Slovo sa v homomorfizme zobrazi na slovo (pre



UTI - cvicenie 03, 3.3.2026 Mgr. Lucia Budinska, PhD.

kazdy vzor existuje iba jeden jeho obraz), jazyk na jazyk. Pri inverz-
nom homomorfizme sa moze stat, ze jedno slovo vzniklo z réznych slov,
¢ize pre toto slovo bude viac jeho vzorov (jeden obraz mohol vzniknit
z viacerych vzorov). Inverzny homomorfizmus slova preto bude jazyk,
a inverzny homomorfizmus jazyka zjednotenie jazykov inverzného ho-
momorfizmu pre vsetky slova.

(i) h1(Lo) = {aa,aaa,aaaaa} - slovo aaa vzniklo aj ako h1(01), aj
ako h1(111), ale jazyk je mnozina, preto ho uvddzame iba raz.

(ii) h7'(La) = {0,11,01,10,111} Prvé slovo mohlo vzniknit tromi
sp6sobmi, druhé slovo dvoma, slovo baa vznikniit nemohlo.

(b) Postupujeme rovnako ako v (a).

(i) h(001001) = ababbababb
h=t(ababbb) = {0011}
h=t(baba) = {}

h(L1) = {ab, b, bbab, ababb}
h~Y(Ly) = {0,11,10}

B (L) = {}

h™(Ls) = {01}

2. priklad

Skonstruujme automat, ktory pontika tri ndpoje (Kavu, Caj, Mlieko),
pricom kazdy z nich stoji 1,5 €. Automat berie 50-centové a 1-eurové mince,
vydavok nevracia. Tlacidlo pre vyber napoja vieme stlacit hocikedy, ale
napoj nam automat vyda jedine vtedy, ak stla¢ime tlacidlo potom, ako sme
uz vhodili 1,5 €.

to 1 to | t3 ty
STAV Q | 91 | @ | @3 qa
VSTUP 50c | 50c | 50c | K A
VYSTUP | ni¢ | ni¢ | ni¢ | ni¢ | ndpoj

Tabulka 1: Spravanie automatu pri vhodeni 3x50c minci a vybere kivy

(a) Nakreslite podla tabuliek stavovy diagram pre automat. Ktoré pre-
chody tam musime dokreslit, aby bol deterministicky?
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to | t1 | to t3
STAV 9o | @ | g3 q4
VSTUP | 1€ [ 50c| C A
VYSTUP | ni¢ | ni¢ | ni¢ | ndpoj

Tabulka 2: Spravanie automatu pri vhodeni 1€, 50c a vybere ¢aju

Definujte automat pomocou pétice z prednasky.
Aka bude pociatoc¢nd konfigurdcia pre pripady z tabuliek?
Odsimulujte vypocet pre obe konfiguracie.

Odsimulujte vypocet pre nejaky dalsi pripad. Je to akceptujici alebo
zamietajuci vypocet?

Co by sme museli zmenit v automate, aby vracal vydavok? Co by si
musel automat pamétat a ako to vieme zabezpecit?

Riesenie 2. prikladu

(a)

Pozrime sa najprv na tabulky. V prvej vidime, Ze sme zacali v stave
qo, vhodili 50c, automat este ni¢ nevratil, ale posunul sa do stavu ¢;.
Tam sme opéat vhodili 50c, posunuli sme sa do stavu ¢o. Este raz sme
vhodili 50c, posunuli sa do stavu g3. Tam sme stacili tlacidlo Kava,
automat sa posunul do stavu ¢4 a vydal ndm napoj. V druhej tabulke
sme preskocili stav ¢i, lebo sme rovno hodili 1€. Ked sa nad tym
zamyslime, zistime, ¢o znamenaji jednotlivé stavy.

Stav go je vstupny (zaciatocny), v ktorom este automat neeviduje
ziadne vhodené mince. V stavoch qi,¢o, g3 sa nachidza, ak sme don
uz hodili 50 centov, 1 € alebo 1,5 €. Napoj vydava v stave ¢4, ak sme
uz hodili 1,5 € (a teda boli v stave ¢3) a vybrali si ndpoj. Ak tlacidlo
pre Tubovolny napoj stlacime v inom stave, automat sa neposunie do
iného stavu, kedze suma vhodenych penazi sa nezmeni. Co ak hodime
viac ako 1,5 €7 Podla zadania automat ¢aka, kym stla¢ime tlacidlo s
volbou népoja, ¢ize hocijakd sumu nad 1,5 € budeme brat ako 1,5 €
a stav automatu sa menit nebude.

Co sa stane, ked uz vydame napoj a stla¢ime opét nejaké iné tlacidlo?
Ak by sa stav automatu nezmenil, stacilo by raz vhodit 1,5 € a mali
by sme nekoneéné napoje!, preto sa musime niekam posunit. Kedze

1¢omu by sa asi prevadzkovatel automatu nepotesil
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50c, 1E

Obr. 1: Automat vydéavajici napoje, ktoré stoja 1,5 €

aktualny stav vhodenjch minci je 0 centov, posunieme sa do gy. Co ale
ak sme v stave g4, automat ndm vydal napoj a my vhodime 50 centov?
Mal by to zaevidovat a teda nas posunit do stavu g;. Rovnako tak,
ak vhodime 1 €, tak nas posunie do ¢s.

Vysledny automat vidite na obrazku 1.

Deﬁnujeme: Y= {5007 ]-E7 Ka 07 M}7 Q = {QOa q1,42,43, q4}7 pOéia_
toény stav je qo, akceptacény stav je iba jeden, preto F' = {q4} a pre-
chodovu funkciu si mézeme skusit zapisat aj do tabulky.

Pociatoénd konfigurdcia pre prva tabulku bude (go, 50¢.50¢.50c.K) a
pre druhu tabulku (qo, 1E.50c.C).

Simulaciu vypoctu moézeme spravit dvomi sposobmi, bud pouzijeme
prechodovi funkciu, alebo reflexivno tranzitivny uzaver relacie krok
stroja. Pre kazdu konfiguraciu pouzijem iny, aby sme si ukazali oba.
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O | 50c | 1E | K |C | M
qo | 91 q2 qo | 40 | 90
q1 | 92 q3 91 |41 | 41
q2 | 43 q3 q2 | 42 | 42
g3 | 43 q3 q4 | 44 | 44
q4 | 91 q2 qo | 40 | 40

Tabulka 3: Prechodova funkcia

5(qo,50¢.50¢.50¢.K) = 6(q1,50¢.50c.K) = 6(qe,50c.K) = 6(q3, K) =
d(qa, \) Skoncili sme v stave g4, preto je tento vypocet akceptujici.

(qo, 1E.50¢.C) Fpr (g2, 50¢.C) Far= (g3, C) Far (g4, A). Opét sme skon-
¢ili v stave qq, Cize tento vypocet je akceptujici.

(e) Sktisme vymysliet zamietajici vypocet a ten odsimulovat. Co ak si
vypytame napoj skor, ako hodime dost penazi? Napr. (qo, LE.M) Fpr
(g2, M) Far (g2, ). Dalsim zamietajiicim vypoc¢tom bude aj situdcia,
ak tam vhodime napr. 1,5 €, ale nestlacime Ziadne tlacidlo. Napr.
(o, 1E.50¢.50¢.50¢) Far (g2, 50¢.50¢.50¢) Fpr= (g3, 50¢.50¢) Far (g3, 50¢)
Far (g3, M)

(f) Nad touto tlohou sa zamyslite. Kolko stavov by sme museli pridat,
aby si automat vedel zapamétat, ze ma vydat 50 centov, 1 €...7 Kedy
by automat mince vydaval?

3. priklad

Pre automat na obrazku 2 spravte formalny zapis (patica z prednésky)
a spravte vypocet na slovach 110101 a 0010110.

Obr. 2: Automat z 3. prikladu
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(a) Aké slovd automat akceptuje? Dokézte jeho spravnost.

(b) Keby sme vymenili akceptaény a vstupny stav, aké slova by akcepto-
val?

(c)* Navrhnite automat (DKA), ktory akceptuje vsetky slova nad abecedou
Ybool, kKtoré koncia 10, a neakceptuje ziadne iné.

(d)* Vieme vytvorit automat, ktory bude akceptovat iba slové konciace 1%,
(pre nami zvolené k € N)? Kolko stavov bude takyto automat mat (v
zavislosti od k)7 Ako sa vytvori vysledny automat pre zadané k7

Riesenie 3. prikladu

Formalny zapis automatu je: M = {Q, %, 9, qo, F'}, kde Q = {qo0,q1 }, £ =
{0,1}, F ={a1} a {6(q0,0) = q0;6(q0, 1) = q130(q1,0) = qo; 6(q1,1) = a1 }-

Spravme vypocet na slove 110101. d(go, 110101) = (g1, 10101) = (¢1,0101) =
(5((]0,101) :5(q1,01) :6(q0,1):5(q1,)\). ~ ~

Pre slovo 0010110 bez vsetkych krokov: d(gg, 0010110) = d(qo, N).

Prvy vypocet je akceptacny, druhy je zamietajuci.

(a) Aj z dvoch vypoctov vyssie vidime, ze automat akceptuje slova, ktoré
koncia 1, ¢o vieme zapisat ako L(M) = {wl | w € ¥*}. Podme to
dokéazat.

V stave qg skoncia slova, ktoré koncia znakom 0 a v stave ¢ skoncia
slova, ktoré koncia znakom 1. Zapisme to formalne:

« KLlgo] ={\ w0 |we X"}
o KL[jg1]) ={wl|we X"}
Toto bude nasou hypotézou, ktorii budeme overovat pomocou mate-

matickej indukcie (MI). 2

Biza indukcie Spravime vypoéet na automate pre slova dlzky 0 a
vyssie, pokial sa nedostaneme do vsetkych stavov.

2Este predtym sa ale musime zamysliet, & (1) KL triedy st vzédjomne disjunktné (zjavne
slovo nevie kon¢it aj 0 aj 1, takze si), ¢i (2) kazdé slovo nad abecedou patri do prave jednej
KL triedy (méme tam priamo spomenuté aj prazdne slovo, zvy$né slovd nad abecedou
¥ = {0,1} vieme jednoznacne zaradif do jednej KL triedy), ¢i (3) zjednotenie vSetkych
KL tried bude obsahovat vSetky slovd z X* (zjavne 4no), a ¢i (4) zjednotenie KL tried
akceptacnych stavov dé jazyk, ktory mé automat rozoznat (mdme len jeden akceptacny
stav, takze 4no).
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o slovd dlzky 0: 6(qo, \) = g0 = X € KL|qo).
o slovd dizky 1:

— S(q0,0) =q0 — 0O¢€ KL[qo].

— 0(q0,1) =q1 = 1€ KL[q].

Obe slova 0 a 1 vieme napisat ako A0 a A1, CizZe je zrejmé, ze patria do
KL tried stavov, v ktorych skonéili. Dostali sme sa do vsetkych stavov,
béaza indukcie je preto kompletna.

Indukény predpoklad: Predpokladame, Ze hypotéza plati pre vsetky
slova dlzky k,k < 1. Alebo zapisané inak: slovdi w € ¥*, kde |w| =
k,k <1 (kedze platnost hypotézy pre slova tychto dlzok sme dokazali
v béze).

Indukény krok: Ak dokéazeme, ze nasa hypotéza plati pre vSetky slova
dizky k + 1, kde k > 1, dokdzeme vSeobecnt platnost nasej hypotézy.
Slové tejto dizky vieme zapisat ako z = wa, kde w € ¥*, |w| = k a
a € Y. O w moézu platit dve veci - bud bude koncit 0 alebo bude koncit
1. Musime ich obe rozobrat.

o w kondi 0, takze z IP vieme, ze patri do K L[qp]. Teraz nam opét
vznikni dva pripady - a = 0 alebo a = 1.

— 0(qo, w0) = 8(6(go,w),0) = 8(g0,0) = go. Slovo w0 konéi
nulou, takze spliia nasu hypotézu, ze 20 € K L[qo].

A

- S(qo,wl) = §(6(qo,w),1) = 0(q0,1) = ¢1. Slovo wl konci
jednotkou, takze splna nasu hypotézu, ze wl € K L|q].

o w kondi 1, takze z IP vieme, ze patri do K L[q;]. Teraz ndm opét
vznikna dva pripady - a = 0 alebo a = 1.

A ~

— 0(qo, w0) = 6(0(go,w),0) = 6(q1,0) = go. Slovo w0 konéi

nulou, takze spliia nagu hypotézu, ze 20 € K L[q).

— 0(qo,wl) = 0(0(qo,w),1) = 6(q1,1) = q1. Slovo wl konéi
jednotkou, takze splna nasu hypotézu, ze wl € K L[q].

Dokézali sme platnost nasej hypotézy. Cize sme dokazali platnost KL
tried, a teda aj to, Ze jazyk rozpozndva slova konciace 1 (tj. slova, ktoré
skoncia v stave ¢, comu zodpovedd K L[q]).

Ak by sme vymenili akceptac¢ny a vstupny stav, automat by akceptoval
slova konciace na 0.
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Obr. 3: RieSenie prikladu 3c

(c) Automat bude musiet mat aspon tri stavy, aby sme vedeli zarucit, ze
v slove je urcite 1 a po nej nasleduje 0. Na obrazku 4 vidime, ze v
stave qg moze byt Iubovolne vela 0, lebo ¢cakame na 1. V stave ¢; sme
uz precitali jednu jednotku, preto za nou moze nasledovat Iubovolne
vela dalsich jednotiek, a do akceptacného stavu sa presunieme iba ak
pride 0.

Co ak by bolo slovo 1010? Mali by sme ho akceptovat, preto ak po 10
pride jednotka, presunieme sa do stavu ¢; (¢ize tam budi koncit slovd
konéiace jednotkou) a po nule sa zas presunieme do ¢j.

Co v pripade slov, ktoré obsahujt 10, ale nie ako sufix? Napr. 1011, 11101,
1000007 Ani jedno z tychto slov nemdze skonéit v stave go. Prvé dve
slova skoncia v stave g1, kedze koncia jednotkou, tretie slovo by malo
skoncit v stave qg. Preco? Ak by sme k nemu priretazili 10, bolo by ak-
ceptované, pricom k prvym dvom slovam staci priretazit iba 0. Takéto
slova preto nemé6zu skoncif v rovnakom stave.

(d) Zamyslite sa, kolko stavov (a prechodov) by ste museli vytvorit v ta-
komto automate? Viete pouzit automat z (a) a nejako ho upravit?

4. priklad*

Nakreslite automat M = {Q, %, d, qo, F'}, ak poznite F' = {qo} a 0 (ta-
bulka 4).

(a) Viete zo zadanych informécii zistit X, Q7

(b) Aké slové tento automat rozoznava?
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0| q | a1 | q
a | q1| 92| 4
b|qg|a|ae

Tabulka 4: Prechodova funkcia §

5. priklad

Aky jazyk rozpoznava automat na obrazku 47 Dokazte to.

1

1

Obr. 4: Zadanie prikladu 5

Idea riesenia 5. prikladu

Skusme zistit, aky jazyk rozoznava dany automat. V stave gy skonci
urc¢ite prazdne slovo. Kolko jednotiek bude obsahovat slovo, ktoré skonci v
qo? Vieme sa tam dostat cez stav qi, priCom na ceste g9 — q1 — ¢o bude
vzdy parny pocet jednotiek, hocikolkokrat tito cestu zopakujeme. Mézeme
prejst az do g9, ale vSimnime si, ze ¢i sa do ¢y vratime zo stavu gz alebo ¢,
vzdy prejdeme po parnom pocte jednotiek (jednou vychddzame a druhou
vchadzame). Rovnako to je pre go s nulami — bud poéjdeme do g3 a spit,
¢o vzdy da parny pocet nil, alebo pdjdeme cez stav g2 a opat budeme
potrebovat parny pocet nul. V stave qg by tak mali koncit slova, ktoré maji
parny pocet nul a parny pocet jednotiek. To vieme zapisat ako K L[go] =
{w | |w|o mod 2 =0 A |w|; mod 2 =0}
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Ako sa vieme dostat do ¢;?7 Bud priamo z gg a na ceste prec¢itame jednu
jednotku, alebo pojdeme cez g3 a na ceste precitame jednu jednotku a dve
nuly. Hocijaky iny okruh, ktory z ¢; spravime, bude obsahovat parny pocet
nul aj jednotiek. To spocitané s tymi, ktoré sme spravili pri prvom prechode
do ¢ ndm déva neparny pocet jednotiek a parny pocet nil. Cize: K L{q1] =
{w | Jw|p mod 2 =0 A |w|; mod 2 =1}.

Do ¢3 sa vieme dostat priamo z gg po jednej nule, alebo cez zvysné stavy
po dvoch jednotkéach a jednej nule. Tiez tu plati to, ¢o v predchiadzajicich
stavoch, ak z q3 p6jdeme do iného stavu a spét, pre¢itame parny pocet nul
a/alebo parny pocet jednotiek. Z toho vyplyva, ze v tomto stave skoncia
slovéd, ktoré maju neparny pocet nil a parny pocet jednotiek. K L[gs] =
{w | Jw|p mod 2 =1 A |w|1 mod 2 = 0}.

A ¢o stav ¢»7 Ked sa pozrieme na KL triedy zvys$nych stavov, vidime
ze nam chybaju este slova, ktoré maji neparny pocet ndl a neparny pocet
jednotiek. Skontrolujme. Do ¢ sa vieme dostat cez ¢; precitanim jednej
jednotky a jednej nuly, alebo cez g3 tiez preéitanim jednej nuly a jednej
jednotky. Takze K L[gz2] = {w | |lw|o mod 2 =1 A |w|; mod 2 = 1}.

Z toho vyplyva, ze L(M) = {w | |w|p mod 2 = 0 A |w|1 mod 2 = 1}.

Dokazte, ze to plati.

6. priklad

Zostrojte automat, ktory akceptuje spravne zapisané cisla v bindrnej
sustave (zacinaju 1), ktoré si delitelné 2.

Idea riesenia 6. prikladu

Kedy je bindrne ¢islo parne? Ked konci 0. To je velmi podobné tomu,
¢o robil automat v 3. priklade (tam museli konéit ¢isla 1). Co ale musime
este vyriesit? To, aby ¢isla nezacinali 0 - preto musime vytvorit dalSie stavy,
v ktorych overime prvy ¢itany symbol a rozhodneme, ¢i mame na vstupe
korektné ¢islo alebo nie. Pozrite obrazok 5.

Cast automatu so stavmi gy a ¢ tak funguje na rovnakom principe ako
automat z 3. prikladu. Stav ¢, slizi ako vstupny stav a podla prvého znaku
bud posle zvysok vstupu na vyhodnocovanie alebo ho ,zahodi“ - posunie sa
do stavu qi.s, odkial sa uz nevieme dostat do akceptacného stavu.

10



UTI - cvicenie 03, 3.3.2026 Mgr. Lucia Budinska, PhD.

Obr. 5: RieSenie prikladu 6

Poznamky

KL triedy
e Musime zadefinovat KL pre kazdy stav automatu.
e Zjednotenie KL tried pre vsetky stavy sa musi rovnat X*.

e Zjednotenie KL tried pre akceptacné stavy sa musi rovnat jazyku,
ktory automat rozoznava.

e Teda - kazdé slovo nad abecedou musi patrit do nejakej KL triedy,
a kazdé slovo z jazyka, ktory automat rozoznéva, musi patrit do KL
triedy jedného z akceptacnych stavov.

e Prienik akychkolvek dvoch KL tried je prdzdna mnozina - t.j. KL
triedy sd disjunktné mnoziny.
MI pre automat

e Najprv si zadefinujeme KL triedy pre vsetky stavy, to bude nasa hy-
potéza (overte si vSetko, ¢o musi platit o KL triedach).

e V baze postupne na slovach diiky 0, 1... zistujeme, kde jednotlivé slova
v automate skoncia, a ¢i naozaj patria do KL triedy daného stavu.
Dokazujeme po takt dlzku slov, kym v baze nepokryjeme vsetky stavy.

e Indukény predpoklad je, ze nas automat spravne rozoznava slova diiky
k < z, kde z je (konkrétna) dlzka najdlhsieho slova z bazy. w, |w| =
k. k<«

11



UTI - cvicenie 03, 3.3.2026 Mgr. Lucia Budinska, PhD.

o Indukény krok - dokazujeme pre slova dizky k + 1. z = wa,|z| =
k+1,a€X.

e Dokazujeme pre vsetky KL triedy, do ktorych moéze patrit w a pre
kazdu triedu este pre kazdy symbol z abecedy, ktoré k nemu vieme
"prilepit", aby sme mali slovo z.

e Treba si uvedomit, ze slovo w nielen konéi v stave ¢;, ale ma aj vlast-
nosti K L[g;]. Tie vyuzijeme v IK a pre kazdd moznost ukdzeme, ze ak
k slovu w s nejakymi vlastnostami priddme symbol a, slovo z skonéi v
stave ¢; a aj vlastnostami bude patrit do triedy K L[g;].

« Castou chybou je, Ze iba piSete, ¢o by malo pre dané slovo platit, ale
nekontrolujete si, ¢i to aj naozaj plati. Potom si nendjdete chyby, ¢i
neuvedomite, Ze ste na nejakd moznost pri definovani KL tried za-
budli. Takze si to vzdy overte, pri zlozitejsich triedach moézete zacat
na konkrétnych prikladoch, snazte sa ale dostat k vseobecnému opisu.
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