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1. priklad

(a) Majme abecedu ¥ = {0,1}. Vymyslite aspon tri priklady jazykov nad
touto abecedou. Su vase jazyky konecné alebo nekonecné?

(b) Majme abecedu ¥ = {a,b,c,d}. Vymyslite dva kone¢né jazyky Li, Lo
nad abecedou .
(i) LiULy =7
(i) L1 N Ly =7
(iii) Ly.Lo=?
(iv) Lo.Ly =7

(c) Co z bezného (informatického) Zivota méze byt jazykom? Nad akou
abecedou?

(d)* Majme abecedu ¥ = {a,b,c,d, e} a jazyk L = US_, %", Kolko slov z
jazyka ma vlastny prefix ab?

(e) Mame abecedu Xy, a jazyky A, B,C C X* také, ze:

« A=1{0,1,00,11,000,111,0000,1111}
e B= {w € Ezoole’ > 2}
o C={weSj,llwl <2}

Urcite jazyky:

RieSenie 1.e

Najprv si slovne popisme, aké slova obsahuju jazyky B a C. V jazyku
B st slova nad Y. dlzky aspon 2. Do jazyka C patria vSetky slova Xpoor
dlzky maximadlne 2, ¢ize {\,0,1,00,01,10,11}.

(a) AUB={wex,llw>1}=x%}

ool ‘
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(b) AN B = {00,11,000,111,0000,1111}
(c) A—B={0,1}

)
)
(d) AnC ={0,1,00,11}
(e) BUC =X,

)

() BNC = {w e X, |lw| =2} = ¥,

2. priklad

Majme abecedu X, nech A, B,C C ¥*. Dokazte, alebo vyvratte ze:
(a)* A(BUC)=ABU AC
(b) Ak A C B, potom pre kazdé n € ZT plati, ze A" C B™.

(c)* Plati nasledovna rovnost A(BNC) = ABN AC, pre jazyky nad abe-
cedou ¥ = {0}?

(d)* Nech A C X7 a B,C C X5 pre abecedy X1, X9 také, ze X1 N Xy = (.
Plati A(BNC)=ABNAC ?

(e) Ak A% = B2 potom A = B.

RieSenie 2.b

Tato implikaciu dokazeme pomocou matematickej indukcie.

o Béza: Ukazeme, Ze tvrdenie plati pre trividlny pripad, ¢ize v nasom
pripade pre n = 1. Ak A C B, potom A! C B'. Prv4 mocnina jazyka
je jazyk samotny, preto to samozrejme plati.

e Indukény predpoklad: Predpokladdme, ze tvrdenie plati pre n = k.
Cize Ak A C B, potom AF C B¥ pre k € Z*.

e Indukény krok: Ideme dokézat, ze ak je splneny IP, tvrdenie plati aj
pre n = k + 1. Nech z € A*¥*! potom (z def. mocniny jazyka) = €
{129 | 21 € A, 29 € AF}. Vychddzame z predpokladu, ak A C B a
z1 € A, potom aj z1 € B. Tiez z IP, ak A¥ C B¥ a x5 € AF, potom aj
zy € B*. Cize, x € {2129 | 21 € B, x5 € B¥} = BF 1
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3. priklad
Majme abecedu ¥ = {0, 1}.
(a) Nech A = %2. Co je potom A*?

(b) Nech A je rovnaké ako v casti (a), a B = {0,1}. Aké slovd obsahuje
jazyk BA*?

(c) Aky je rozdiel medzi jazykmi {0}{0,1}* a {0}{0,1}*? Co obsahujii?

(d) Ako zapiSete jazyk vsetkych slov nad abecedou ¥, ktoré obsahujui sufix
117

(e) Ako zapisete jazyk vSetkych slov nad abecedou X, ktoré obsahuju pods-
lovo 0107

(f) Co budeme musiet zmenit v rieSeni predchadzajticich dvoch tiloh, aby
jazyky obsahovali slové s vlastnym sufixom resp. vlastnym podslovom?

(g) Do ktorych z nasledovnych jazykov nad ¥* patri slovo 000107

(i) {0,1}

(i) {00}{0}"{10}
(iti) {000,101}{10,11}
(iv) {000}+{1}*{0}
(v) {00}{10}*

(vi) {0}-{1}*{0}"

Riesenie 3. prikladu

(a) A=132%2=2x%={00,01,10,11}. Cize A obsahuje slové dlzky 2 nad
abecedou Y. Ak spravime Kleeneho uzaver tohto jazyka, dostaneme
zjednotenie vSetkych mocnin jazyka A. Pozrime sa aspon na prvé styri:
AV = {2}, A = A, A2 = AA = {0000,0001,0010,0011...}, A% =
AAA = {000000,000001,000010...}. Vidime, ze dizka slov v kazdej
dalsej mocnine bude o dva dlhsia. A* tak obsahuje vsetky slova nad X
parnej dizky.

(b) Vieme, ze A* st slova parnej dizky, ked ich priretazime k slovdm z B,
ktoré su dlzky 1, dostaneme vsetky slova neparnej dlzky.
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(c) Jazyk {0,1}* obsahuje aj A, kym {0,1}* nie. Cize jazyk {0}{0,1}*
bude obsahovat vietky slova nad ¥ s prefixom 0, a jazyk {0}{0,1}*
vSetky slova s vlastnym prefixom 0 nad ¥ (tj. dlzky aspon 2).

(d) Podobne ako v predchadzajicom priklade: {0,1}*{11}.
(e) {0,1}7{010}{0, 1}*

(f) Vo vysledku z (d) sta¢i namiesto * dat +. Ale staci to aj v (e)? Aké
najkratgie slova by patrili do jazyka {0,1}7{010}{0, 1}*? Aspor dlzky
5, pretoze aj na zaciatku, aj na konci slova by musel byt aspon jeden
znak. Ale napr. aj slovo 1010 by malo patrif do tohto jazyka, kedze
ma vlastné poslovo 010.
Preto to skiisme zapisat aj zjednotenie dvoch jazykov: {0,1}*{010}{0,1}TU
{0,1}7{010}{0, 1}*. Tak méme zarucené, ze bud na konci alebo na za-
¢iatku slova bude este aspon jeden znak okrem poslova 010.

(g) Slovo 00010 patri do jazykov (i), (ii), (iii), (iv), (vi). Nepatri iba do
jazyka (v), kedze zapis {00}* znamen4, Ze pocet nil na zaciatku slova
musi byt parny.

4. priklad

Zapiste jazyk L = {0™F4 12™ 2m+3 | ;> 1} ako prienik dvoch jazykov
L1 a Lo, ktoré spliiaju sticasne nasledujiice podmienky:

(a) L1 g LQ, L2 ,¢_ L1
(b) Ly, Ly C {0} {1} {2}F
(¢) L1 — L a Ly — L st nekonecné jazyky.

Oddvodnite.

Riesenie 4. prikladu

(a) Hladdme jazyky, ktoré su rézne, ale ich druhé mocniny si rovnaké.
Moézeme skusat hladaf takéto konecné jazyky, uvazovat, Ze potrebu-
jeme nejaké slovo vyskladat inym sposobom, ako vznikne v druhom
jazyku. Mohli by ste navrhnat napr. takuto dvojicu jazykov: A =
{a,aaa}, B = {\, aa,aqaaa}.
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Pozrime sa na ich druhé mocniny. A2 = {aa, aaaa, aaaaaa} = {a?,a*, a’}.
B? = {\, aa,aaaa,aaaaaa}l = {\ a2 a* a%}. Vidime, Ze st takmer
rovnaké, presnejsie A2 C B?, ale nie st rovnaké, lebo v B? je aj prazdne
slovo A. Je castou chybou, Ze si neuvedomite, ze A.A = .

Z toho vyplyva, ze nevieme mat dva jazyky, v ktorych v jednom
prazdne slovo je a v druhom nie je. Keby sme dali do oboch prazdne
slovo, tak v ich druhych mocninach by bol aj jazyk samotny (jazyk
zretazeny s prazdnym slovom), ¢o by ndm to opat mohlo pokazit.

Pri kone¢nych jazykoch bude ich druhd mocnina vzdy obsahovat viac
slov! (zamyslite sa, preco). Tak skiisme néjst nejaké nekoneéné jazyky.

Nech A = {)\,a,aa...} = {a* | k € N}.
B = {\,a,aaa,aaaa...} = {a* | k € N,k # 2}

Ich druhé mocniny budi rovné A2 = B2 = A = {a* | k € N}, kedze
slovo aa v B? vznikne zretazenim a.a. Vidime, ze tieto jazyky rovnaké
nie s1, ale ich druhé mocniny ano.

Jazyk L je nekonecny. Kedze L — L, Ly — L st nekonecné jazyky, tak
aj L1 a Ly budi nekonecné. Aby sme splnili podmienku (ii) a zéroven,
aby sme jednoznacne vedeli povedat, ze L1 N Ls = L, pouzime jazyk
L s miernymi tpravami pre oba jazyky.

Nech: Ly = {0™+k 12m 2m+3 | ;| > 1}

Ly = {Om+4 1im 9gm+3 | m,l > 1}

Co sme zmenili? V oboch jazykoch pribudol jeden parameter navyse.
Co to znamena? Skiisme si obaja jazyky napisat ako zjednotenie jazy-
kov postupnou iterdciou tychto parametrov.

Cize: Ly = {0m*! 12m 2m+3 | 4y > 1} U {OmF2 12m 2m+3 |y >
1} U {0m+3 12m 2m+3 ’ m > 1} U {0m+4 12m 2m+3 | m > 1}

Ly = {0m+4 1m 9m+3 ’ m > 1} U {0m+4 12m 9m+3 ’ m > 1} U
{0m+4 13m 2m+3 ’ m > 1} U {0m+4 14m 2m+3 | m > 1}

Vidime, ze jazyk L je podmnozinou oboch tychto jazykov. Je aj ich
prienikom? V jazyku L; budd rovnaké slova ako v Ly iba ak v jazyku
L1 bude k = 4 a zaroven v jazyku Lo bude [ = 2. Pre iné hodnoty k,
slové z jedného jazyka nebudu patrit do druhého (a opacne).

Ako budi vyzerat L1 — L a Lo — L? Pozrime sa vyssie. Vidime, ze ak z
oboch jazykov vynechame jazyk L, parametre k, [ nem6zu nadobudniit
hodnoty 4 resp. 2. To znamena, ze:

'okrem jazyka {\}
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Ly — L= {0m+k 12m om+3 | | > 1k # 4}.
Lo — L = {0m+4 1lm 9m+3 |y 1 > 1,1 # 2}.

Oba jazyky st nekonecné (podmienka (iii)), kedZe mnozina celych
kladnych c¢isel okrem 4 (resp. okrem 2) je nekoneénd. Podmienku (ii)
sme splnili, v jazyku L; by mohlo byt aj &k = 0, kedze m > 1, ¢ize tam
vzdy bude aspon jedna nula. V jazyku Ls nemoze byt [ = 0, kedze v
takom pripade by v slovach neboli ziadne jednotky.

A ¢o s podmienkou (i)? Pozrime sa na slovo z jazyka L, ked m =
1Ak =1 w=0""122"3 =00112222. Toto slovo sa uréite nebude
nachadzat v jazyku L. Preco? Lebo pre m = 1 bude v slovach z jazyka
Lo pat nul, dve nuly sa v ziadnom slove z Ly nachiddzat nebudi. To
znamend, ze L1 ¢ Lo.

Skiisme to aj opacne. Prem = 1 A I = 1 bude slovo w = 0174 111 2143 —
0000012222. Toto slovo nepatri do jazyka L1, kedze v nom budu vzdy
slovd, ktoré maji parny pocet jednotiek. Z toho vyplyva, ze Ly € L.



