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0. priklad

Na obrézku vidite dva koneéné automaty A a B. Nech L; = L(A) a
L, = L(B).

Zostrojte automat, ktory bude rozpoznéavat jazyk
L={zyzw|x,y,z,w € X* xz € L1 ANyw € Lo}.

1. priklad

Zostrojte Turingov stroj pocitajuci funkciu, ktora:

na vstupe dostane slovo a” a po vypocte na paske zostane a1

(a)

(b) na vstupe dostane a™ a vrati b";

(c)* na vstupe dostane a®#a¥ a vrati a*1Y;

(d) na vstupe dostane a®#a¥ a vrati a* Y, pricom predpokladdme, ze = >
Y;

(e)* na vstupe dostane a" a vrati a®";



UTI - cvicenie 08, 16.4.2025 Lucia Budinska

Riesenie 1. prikladu

Co znamena slovné spojenie ,, Turingov stroj poéitajici funkciu”? Je to
TS, ktory na vstupe dostane nejaké slovo na paske a vrati toto slovo nejako
zmenené. Co znamend neriesime, ¢ je slovo z jazyka, alebo nie, ale upravu-
jeme vstup. Idedlny zaciatok na zoznamenie sa s konstruovanim turingovych
strojov.

Pozn. Skér, ako zacneme riesit, odporicam vam stiahnut si program JF-
LAP, v ktorom vdm budem aj ddvat riesenia. MéZete v niom priamo svoje
X 9

Lturingace” vytvarat a skusat, takZe vam to wurcite pojde riychlejsie ako na
papier. Pozrite c¢ast|Dodatocné linkay.

Ako zacat pri konstruovani TS? Musime si najprv premysliet stratégiu,
¢ize ako budeme postupovat, kedy sa c¢o stane... Je vhodné, ak si ttto straté-
giu napiseme v bodoch. Nésledne sa treba zamysliet nad tym, ¢i sme pokryli
vetky (dakedy aj okrajové) pripady, a ak nie, tak ich doplnit. Z definicie TS
vieme, ze jeho prechody obsahuju vyrazne viac veci, ako kone¢né automaty
— potrebujeme vedief, ¢o na paske ¢itame, kam na nej posunieme citaciu
hlavu (dolava, doprava, alebo bude stat) a ¢o na 1iu (na to isté policko) za-
piSeme. Preto medzi kazdym stavom budeme musiet myslief na vSetky tri
tieto akcie. Ukazme si to na prikladoch.

Priklad (a): zo zadania je jasné, ze mame pocet acok na paske zvysit
o jedna. Ako vyzerd paska na zacCiatku? Mame ¢, potom niekolko a-¢ok a
nésledne nekonecno vela blankov LI. Nas postup by preto mohol byt taky,
ze precitame vsetky acka a budeme sa hybat doprava, az kym neprideme na
prvy blank. Ten prepiSeme na a a vratime ¢itaciu hlavu na zaciatok pasky
(¢o je dobrym zvykom pri konstruovani takychto TS).

Takze, potrebujeme vstupny stav, tam precitame cent a posunieme sa
doprava na éékaﬂ Tam sa budeme ,,tocit” — ¢itat acka, posivat sa doprava,
a 4Cka nechdme na péske (t.j. ich ,prepiSeme na a”). Ked prec¢itame blank,
prepiseme ho na a, hlava zostane stat a posunieme sa do dalsieho stavu.
Tam ¢itaciu hlavu vratime uplne nalavo (na zaciatok pasky) a aby sme na
paske nechali to, ¢o tam bolo, to ¢o ¢itame na nu aj zapisujeme.

Vysledny TS je na obrazku, alebo si ho istiahnite.

Pozor, cent pri TS NIKDY neprepisujeme, a idedlne, ani ni¢ neprepisujeme na cent,
kedze tym by sme akoby ,,odstihli” pasku.
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Priklad (b): v tomto priklade mdme acka prepisat na bécka. To je
pomerne jednoduché. Vzdy, ked precitame acko, prepiseme ho na bécko a
posunieme sa doprava. Toto opakujeme, kym neprecitame blank. Nasledne
sa bez prepisovania vratime na zaciatok pasky. Vysledny TS je na obrazku,
alebo si ho istiahnite. Ako by sme museli zmenit TS, ak by na vstupe bolo
slovo nad abecedou {a, b} a chceli by sme prepisat a¢ka na bécka? A ¢o by
sme chceli zamenit ac¢ka za bécka a bécka za acka?

a, b, R b, b, L

Priklad (c): nechdvam na vés. Zamyslite sa, ¢o treba spravit s mriezkou,
aby ste dostali vysledok.

Priklad (d): kym v predchédzajicom priklade sa stacilo iba jednoducho
zbavit mriezky, pri od¢itavani budeme musiet po paske prejst viackrat. Za
kazdé acko napravo od mriezky budeme musiet jedno a¢ko nalavo ,vymazat”.
Ako to spravime? Moznost{ je viacero. Popisem jednu: ndjdeme mriezku,
doprava za nou je acko. To vymazeme, ale aby sme vedeli, Ze za nim este
mozu byt acka, neprepiSseme ho na blank, ale na dalsiu mriezku. Teraz sa
budeme vracat dolava, kym nenarazime na prvé acko pred mriezkou. Toto
opéat prepiseme na mriezku — ¢im ho vymazeme, ale zaroven budeme vediet,
ze pred nim este mozu byt nejaké acka. Paska bude obsahovat slovo v tvare
a'#a¥, Gize nejaké acka, nejaké mriezky a nejaké zvy$né acka, ktoré este
musime odcitavat. Aby sme mali lepsiu predstavu, ¢o sa deje, skiisme si
odkrokovat, ako bude vyzerat nasa paska na tomto priklade:

caaaaaaaall (1)
caaaaa##Haall (2)
caaaaftHHaall (3)
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caaaafH#H##all (4)
caaafft #HFH#HFall (5)
CaaaFHAFHHFHHFU (6)
CaaHFFHHAHHA (7)

Ako budeme vediet, Ze uz sme vSetky acka za mriezkou oddcitali? Ked
budeme hladat dalsie a namiesto neho ndjdeme blank, pretoze to znamena,
ze uz sme na konci nasho slova na paske. PocCet acok je uz v poriadku,
ale mali by sme sa zbavit mriezok. Kedze aktualne sme na prvom blanku,
cestou dolava vsetky mriezky prepiSeme na blanky, 4¢ka nechdme ackami a
cely vypocet skonc¢ime, ked sa dostaneme na cent.

Co myslite, mohli by sme a¢ka prepisovat na blanky? Ak 4no, preco a ak
nie, preco? Vyskusajte si upravit tento TS, aby to robil. Treba este nejaké
dalsie tipravy? Viete potom jasne urcit, kedy uz sme dokoncili vypocet?

Viete vymysliet aj iny sposob, ako tuto tlohu riesit? Skiste pre oba
sposoby zistit ich naroc¢nost — kolkokrat sa budete musiet presivat po paske?
Bud tieto prechody rovnako dlhé v oboch spdsoboch? Vyskuisajte si pre
tento sposob navrhniat TS a odkrokujte ho na rovnakych slovach, aké skusite
na nasom priklade.

Riesenie na obrézku alebo na |stiahnitel

a, a, R #, #, R #, #, L

Priklad 1(e): na vstupe dostaneme n a¢ok a mame vratit dvakrat viac.
Pre kazdé acko na vstupe, tak potrebujeme dopisat na péasku este jedno.
Znie to jednoducho, najdeme acko, nejako zaznacime, ze sme ho zaratali,
ideme na koniec slova, priddme tam a, vratime sa a toto opakujeme. Ale ako
zaruéime, ze budeme dopisovat acka iba za tie, ktoré tam boli uz predtym
a nie za tie, ktoré sme dopisali? Mozno tak, ze ich nebudeme priamo pisat
ako a, ale napriklad ako A.
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Cize, postup je nasledovny: prec¢itame prvé a¢ko za centom, prepiSeme
ho na X. Prejdeme na prvy blank a napiSeme tam A. Vratime sa po malych
ackach dolava, kym nenarazime na X, z neho sa posunieme dolava na a,
ktoré prepiseme na X a postivame sa po blank. Pozor, teraz bude na paske
¢X'al AFL, Gize ak sa chceme dostat na blank, budeme musiet precitat aj
nejaké velké Acka. Rovnaké plati aj pre spatné hladanie X. Toto budeme
opakovat dokedy? Pokial sa z X neposunieme doprava a tam namiesto a
bude A. Co znamens, ze sme uz zdvojnasobili kazdé povodné &c¢ko. Teraz
potrebujeme iba vsetky X a A na péske prepisat na a. Ndjdeme preto koniec
slova (prvy blank), a odtial p6jdeme dolava a budeme X aj A prepisovat na
a.

Skiste si tento T'S skonstruovat a porovnajte s tym mojimlk

Myslite si, ze by postup fungoval aj keby sme pévodné acka neprepisovali
na X ale na A? Viete vymyslief aj iny sp6sob, ako toto spravit? Skuste
porovnat tieto pristupy. Ktory bude efektivnejsi?

2. priklad

Zostrojte Turingov stroj, ktory vracia TRUE/FALSE (teda apkceptuje
alebo zamieta), podla toho, ¢i slovo na péske patri do jazyka:

(a) L1 = {Jwlomod2=0]we{0,1}"}
(b) Lo ={w#w|w e {a}"}

3 = {w#w [w € {a,b}"}

()* Ly = {ww" | w € {a,0}"}

(€)* Ls = {ww [ w € {a, b}"}

(0)* Le = {lwla = [w]y [ w € {a,b}"};

b

h

)
()

~

h

Riesenie 2. prikladu

Tieto TS st uz také, aké ste videli na prednaske. V niecom sa budu
spravat velmi podobne ako nase konec¢né automaty, ale s tym, ze TS st
vipoétovo silnejsie. Cim? No prave moznostou si nie¢o na pasku zaznacovat.
Podme postupne.

RiesSenie 2(a): jazyk L; je uréite reguldrny, ¢o znamend, ze vieme vy-
tvorit DKA, ktory ho bude rozoznavat. Ten vieme velmi Iahko prerobit na
TS, v ktorom nepotrebujeme ni¢ zapisovat. Zmena oproti DKA je ta, Ze na
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konci slova mame blank. A ten mo6ze byt na konci slova z jazyka — vtedy
slovo akceptujeme, takze pojde do stavu guecept, @ ak slovo z jazyka nebude,
skonci v stave greject-

7 obréazku vidime, ze sme museli pridat iba tieto dva stavy a vstup, kde
sme precitali cent. Vyskusajte si riesenie.

Co myslite, vieme kazdy DKA prerobit na TS? Vieme zostrojit TS pre
kazdy reguldrny jazyk?

RieSenie 2(b): v tomto priklade uz vidime jazyk, ktory nie je reguldrny.
Nevieme teda zostrojit automat, ktory by ho rozpoznaval. Ukazme si, zZe
pomocou TS to uz nebude problém.

Chceme zistit, ¢i pocet acok pred mriezkou je rovnaky ako pocet acok
za mriezkou. (Opéf, existuje vela moznych rieseni, skiiste potom vymysliet
nejaké iné.) Moj postup bude nasledovny — najdem ac¢ko tesne pred mriezkou,
prepisem ho na mriezku, a budem hladat prvé acko za mriezkou, ktoré tiez
prepiSem na mriezku. Vratim sa pred mriezku a poéjdem znovu. Vzdy tak
budem mat slovo v tvare acka-mriezky-acka. Toto budem opakovat dovtedy,
kym sa mi 4c¢ka na jednej alebo druhej strane nemini. Ked sa mint na oboch
strandch (¢ize moje slovo sa bude skladat iba z mriezok), slovo akceptujem,
ak na nejakej strane este acko zostane (tj. bud a’#’ alebo #*a™), slovo
zamietnem.

Vyskusajte spustit na rieSeni rozne slova. Co myslite, vietky vetvy st
potrebné? Existuju tam stavy, do ktorych sa nikdy nedostanete? Odstrante
ich.

Riesenie 2(c): vedeli by sme upravit TS z 2(b) tak, aby mohli byt slova
nad abecedou {a,b}? Asi nebudeme moct pouzit rovnaky pristup, pretoze
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napriklad pre slovo ab#ab by sme porovnavali a za mriezkou s b pred mriez-
kou, ¢o nie je dobry pristup. Budeme preto musiet porovnavat pismena za
centom s pismenami za mriezkou. Uz sme spominali, Ze v peknych rieseniach
ni¢ neprepisujeme na cent, preto pismend zo zaciatku pasky budeme prepi-
sovat napriklad na hviezdicku *. Budeme potrebovat aj dve vetvy — ak sme
nasli za centom (neskor za hviezdickami) a, a ak sme nasli b. Podla toho
budeme vediet, aky znak hladat za mriezkou (mriezkami). Zhriime si to:

o najdeme prvy znak za centom (neskor hviezdickou):

— ak je to a alebo b, prepiseme ho na hviezdicku a posivame sa
doprava az za mriezku:

* ak tam bude rovnaky znak, prepiseme ho na mriezku a vra-
ciame sa dolava, kym nenarazime na hviezdicku, a opakujeme
cely postup.

x ak tam bude iny znak alebo blank, mézeme rovno slovo za-
mietnut.

— ak je dalsi znak mriezka, znamend to, ze na zaciatku uz ziadne
pismena nemame. Skontrolujeme, ¢i na konci st uz iba mriezky:

x ak nijdeme a alebo b zamietame (za mriezkou sa nachadza
dlhsie slovo ako pred nou),

x ak najdeme iba blanky, zjavne su slova rovnaké a akceptu-
jeme.

Vysktisajme postup na par slovach:

1) ¢abab#ababl — cabab#ababll — ¢xbab#ababll — ¢xbab##babl)
— C *x kab#HHbabll — ¢ *x xabFHH#abll —> ¢ x *x x bFHH#abll —

Gk ok ok DHEHFHFOL — &k ok ok kFEHHFDL — & * * k xHFHHHHL —
ACCEPT

2) ¢abab#taball — cabab#aball — ¢ x bab#Haball — ¢ x bab##ball
— CxxabHFEHball —> ¢ x xabFEHFall — Cxx ok bFEHHall —> Cx* ok
bHHHFHL — & * % x xF#HHH#1 — REJECT

3) caba#ababll — caba#ababll — ¢ * ba#ababl) — ¢ *x baF##babl)
— CkkaFEFbabll —> ¢k xaFEHHFabll — ¢k xx HHHabll — Cxx %
H#H###0 — REJECT

3) caba#abbl — ¢aba#tabbll — ¢ x baFabbl — ¢ x ba##bbLl —
Gk kaFEFHODL —> ¢ x xaFHAHDLU — ¢ x x x #H#Hb — REJECT
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V prvom slove skonéime, ked po hviezdicke vpravo bude mriezka. Prej-
deme zvysok pasky a kedze nendjdeme ziaden iny znak ako mriezku, slovo
akceptujeme.

V druhom slove budeme hladat bécko za mriezkami, ale ndjdeme tam
iba blank, ¢ize slovo pred mriezkou je dlhsie, zamietame.

V tretom slove skon¢ime, ked po hviezdicke vpravo bude mriezka. Skon-
trolujeme zvysok pasky a najdeme na konci b. Slovo za mriezkou je dlhsie
ako slovo pred mriezkou, zamietame.

V stvrtom slove budeme hladat za mriezkou a, kedze to sme prepisali
pred mriezkou posledné, nijdeme tam ale b. Slova nie si rovnaké, preto
zamietame.

Vyskusajte si podla tohto postupu zostrojit TS, alebo si ho istiahnitel a
skontrolujte.

Dodatocné linky

o Motivacné/fun video - https://www.youtube.com/watch?v=cYw2ewo06c4

o JFLAP - program spolu s prikladmi na automaty, gramatiky (pozrite si
reguldrnu), pumpovaciu lému, Turingove stroje a mnoho iného. http:
//www.jflap.org/modules/

o Névrhy (vzdy jedno z moznych rieSeni) turingovych strojov z prikla-
dov v programe JFLAP si viete otvorit, upravovat, simulovat vypocty.
Pozor, ¢ je nahradeny ¢ a namiesto nasho N na to, ze ¢itacia hlava
stoji, pouzivaju S. Tiez pouzivaji obojsmerne nekonecnu pasku, preto
ak chcete simulovat vypocet na slove, musi za¢inat ¢ (centom).

Poznamky

e Pri konstrukcii Turingovho stroja si najprv rozmyslite celt ideu toho,
ako bude pracovat a nacrtnite ju. Postupne rieste ,,dobré” slova, vy-
svetlite, ako bude péaska vyzerat po aplikovani navrhnutych akcii, ako
na to bude vas TS reagovat, aké mate krajné pripady a kde ich oset-
rujete, ako zistite, ze je slovo z jazyka (t.j. kedy sa dostane do akcep-
tacného stavu)... Zamyslite sa, ¢i ste vyriesili naozaj vsetky moznosti.
Ak nieco predpokladéte, napiSte to (napr. na vstupe je korektné slovo
a pod.).


http://www.edu.fmph.uniba.sk/~budinska/fmfi/JFLAP/CV09_2c.jff
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e TS je vlastne algoritmus, alebo program. Popiste ho preto tak, aby si
citatel vedel zostrojit vlastny TS iba podla vasho opisu.

o Ak medzi dvoma stavmi (alebo na jednej slucke) viac prechodov rovna-
kého typu, napr. a, a, R, b, b, R, ¢, ¢, R, m6zete ich napisat ako jeden po-
uzitim substiticie. Na prechod napiSete =, z, R a k nemu z € {a, b, c}.
Pre prechody 0,U, L a 1,Ll, L sa da zas pouzit substitucia y, U, L, kde
y € {0,1} atd.

e Vhodne si pomenujte stavy, oznacte si casti TS, ak to potrebujete, a
popisujte ich zvlast. Ak pouzivate substitiiciu, budte jednotni v ce-
lom stroji a napiste ju niekam na viditelné miesto (sprehladni to vas
diagram).

e TS v kazdom stave nieco z pasky Cita, nieCo na nu zapisuje a hybe
sa vpravo, vlavo alebo stoji. Determinizmus pri TS urcuje to, ze v
pripade, ze v stave ¢ precitame symbol e, vieme jednoznacne urcit,
aky symbol zapiSeme a kam sa pohneme. Zjavne teda nevieme mat z
jedného stavu zaroven takéto prechody e,e, R a e,e, L, ¢i e, a, R.

o Ak sa raz do akceptacného stavu dostaneme, TS slovo akceptuje bez
ohladu na to, ¢i sme ho precitali celé alebo nie (t.j. z akcepta¢ného
stavu sa nevieme dostat prec). To isté plati aj pre zamietaci stav.

e Cent nemazeme, neprepisujeme na ni¢ iné a nic¢ iné neprepisujeme na
cent. Paska je nekoneénd iba jednym smerom (doprava), Tavy koniec
pasky je oznaceny centom. Za vstupnym slovom nasleduje nekonecno
blankov.



