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1. priklad
Dokazte, ze nasledujice jazyky nie su regularne.

(a) Ly ={0"1"|n e N}
(b) Ly = {wttw | we {a,b}}: T = {o,b,#}
(¢) Lg={ww|we{0,1}*}
(d)* Ly = {ww?® | w € {a,b}*}
* Ly ={a®" |n € N}

() Ls={a" |ne N}

(2)* Ly ={a™ |n>1,nec N}
(h)* Lg = {a” | p je prvocislo}

(i) Lo = {w € {0,1}" [ 4|wlo = 2Jw|1}
i)* Lip = {a™b™c™ | n,m € N}

(k)* L1y ={0%1Y | z,y € N;x mod y = 0}

Riesenie prikladu la

Co znamend, Ze je jazyk regularny? Ze vieme zostrojit konecny stavovy
automat, ktory bude tento jazyk rozpoznavat. Ak je jazyk nereguldrny, ta-
kyto automat zostrojit nevieme. Zamyslime sa, ¢i budeme vediet zostrojit
automat pre jazyk Li. Co by sme si museli pamétat?

Najprv by sme potrebovali mat stavy, v ktorych si pamétame, kolko nul
sme precitali. Potom, z kazdého takéhoto stavu by sme isli do stavov, v
ktorych by sme si pocitali pocet jednotiek. Je ale mozné takyto automat
zostrojit pre n € N? Vieme povedat, aky by bol najvac¢si pocet nil a jedno-
tiek? Nekonecno. Nas automat méa vsak iba konecény pocet stavov, Cize tento
jazyk nevie rozoznavat, a preto je neregularny.

Dokazme to sporom, ¢ize dokazujeme opacné tvrdenie a to, ze jazyk L1 je
regularny. Potom, pre takyto jazyk vieme zostrojit deterministicky automat
A, ktory mé koneény pocet stavov, ¢ize |Q| = m. Pre kazdy deterministicky
automat plati 1éma 3.12, ktora hovori, ze ak dve slova skoncia v rovnakom
stave a priretazime k nim obom rovnaké slovo, tak obe tieto nové slova bud

budi z jazyka L(A), alebo nebudi z L(A).
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Kedy dve slova urcite skoncia v rovnakom stave? Ak ich je viac, ako
stavov. Vyberme teda takti mnozinu slov, ktord bude aspon o jedna vicsia,
ako pocet stavov m. Nech st to slova tvaru 0%, kde 1 < k < m+1. Vyberme
z nich dve roézne, ktoré skoncia v rovnakom stave. Nevieme povedat, ktoré
presne to budi, preto budeme pouzivat premenné. Kedze nebuda rovnaké,
jedno bude dlhsie ako druhé.

Nech 8(qo, 0) = d(go,07), kde 1 < i < j < m+ 1.

Potom z Lémy 3.12 vyplyva, ze 0'z € L(A) < 0/z € L(A), pre kazdé z €
¥* (pretoze ak sme pri ¢itani 0° a 0/ skonéili v rovnakom stave, ked z tohto
stavu zacneme ¢itat z, vieme skoncit iba v jednom stave, ¢ize S(Q0,0iz) =
) (go,07z). A ak obe skonéia v rovnakom stave a jedno by bolo z jazyka a
druhé nie, vedeli by sme o tomto stave povedat, ¢i je akceptacny?).

Teraz si musime zvolif z tak, aby jedno slovo bolo z jazyka Li a druhé
nie, tak ziskame spor s tvrdenim, ze jazyk je regularny. Ako vyzeraja slova z
jazyka? Maju niekolko nil a po nich rovnaky pocet jednotiek. Zvolme preto
z = 1. Potom:

. 01 € L(A)

e (V1' ¢ L(A), kedZe i < j, ¢ize v tomto slove bude viac nil ako jedno-
tiek.

Dostali sme sa do sporu s tvrdenim, ze jazyk L je reguldrny, plati preto
pévodné tvrdenie — jazyk L; je neregularny.

Zamyslite sa, ¢i aj jazyk L = {0"1" | 0 < n < 2021} je nereguldrny,
alebo pren vieme zostrojit automat, ktory ho bude rozpoznavat.

Riesenie prikladu 1b

Dokazujeme sporom. T.j. dokazujeme tvrdenie, ze jazyk Lo = {w#w | w €
{a,b}*}; ¥ = {a,b,#} je reguldrny. Potom musi existovat automat A =
{Q, %, 4, qo, F'}, pre ktory plati ze L(A) = Lo. Nech pocet stav tohto (konec-
ného) automatu je n.

Ked vezmeme slova a, a?, a®,...,a™ 1, tak potomlﬂ musia aspon dve slova

skon¢it v rovnakom stave, ¢ize 3((]0, x) = 5((]0, Y).
Nech z = @' a y = o/, pricom 1 < i < j < n+ 1. (St to teda nejaké
dve rozne slova z postupnosti Vyééi) Cize 0(qo,a’) = 0(qo,a’). A z Lémy

7 Pigeonhole principle
2Castou chybou je, Ze vyberiete nejaké konkrétne slovd. To spravit nemozeme, lebo
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3.12 vieme, ze potom plati a/z € L(A) < a'z € L(A) (pretoze 6(qo,a’z) =
d(qo, a'z)).
Zvolme si z = #a'. Takze 3((]0, a/#a') = S(qo,ai#ai).

o d/#a' ¢ L(A), pretoze i < j
o a'#ta’ € L(A)

Dostali sme sa do sporu. Preto plati pévodné tvrdenie a jazyk Lo nie je
regularny.

Mohli by ste sa pytat, pre¢o sme zvolili a’,a’ a nikde v slove sa nena-
chadza b. Je na nas, akd mnozinu slov si zvolime, nemusime pouzit vsetky
znaky abecedy, ale na konci potrebujeme dostat spor — ¢ize ak k nasim slo-
vam prirefazime nejaké iné slovo, jedno bude z pévodného jazyka a druhé
nie. Co okrem #a’ by sme mohli k slovam este priretazit, aby sme sa dostali
do sporu? Napriklad b3#a'b3, ba#a‘ba... Cize to, ¢o dédme pred mriezku,
zopakujeme aj za nou.

Co by sa stalo, ak by sme priretazili #a’? Dostali by sme spor? Ano,
kedze slovo a/#a’ € L(A), ale a'#a’ ¢ L(A).

Riesenie prikladu 1c

Jazyk nie je regularny. Dokazujeme sporom. T'.j. dokazujeme tvrdenie, ze
jazyk L1 = {ww | w € {a,b}*} je regularny. Potom musi existovat automat
A ={Q,%,0,q, F}, pre ktory plati ze L(A) = Lo. Nech pocet stav tohto
(kone¢ného) automatu je n.

Ked vezmeme slova a,a?,a, ...,a"t!, tak potom musia aspoinl dve slova
skoncif v rovnakom stave, ¢ize dx,y € X%, 3((10,:0) = S(qo,y).

Nech z = a’ a y = o/, pricom 1 < i < j < n + 1. Cize z Lémy 3.12
5(qo, a’) = 8(qo, a?) = 8(qo, a’2) = §(qo, a’z), pre kazdé z € X*

3

Ako si zvolit 22 Mozno vdm intuitivne napadne, Ze ved stac? zvolit a* alebo
al. To ale nie je spravne. Preco? Aké slovd tvaru o® budeme vediet zapisat
ako ww? Jednoducho slovo rozdelime na polovice, teda ww = ak2gk/2 g
to vieme spravit iba vtedy, ak k bude pdrne. Co vieme povedat o dlzke slov
a‘al a ala? ? Dizka prvého bude i+ j, o com nevieme povedal nié viac. DiZka
druhého bude i + 1 = 2i, c¢iZe pdrna. Vieme, Ze druhé slovo urcite budeme

nevieme, ktoré z nich skoncia v rovnakom stave. Preto ich musime zapisat takto vSeobec-
nejsie a davat pritom pozor, aby sme zarucili, ze tie slovd budid rézne a z mnoziny vacsej
ako je pocet stavov automatu.
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maoct rozdelit na dve rovnaké za sebou idice casti (ww). Vieme s urcitostou
povedat, Ze i + j bude pdrne alebo nepdrne? Nie, takzZe toto je nesprdvne z.

Teraz by ste si mohli povedat, Ze ved tak upravime slovd, aby ndm to
vyslo. Napriklad pri a® a a™' by sme vedeli povedat cosi o pdrnosti dl/zvky
druhého slova. Ale aj toto je nespravne. Preco? No lebo nami vybraté slovd
nemozu zdvisiet jedno od druhého.

Vrdtme sa preto k pévodnym slovdm a hladajme iné z. Co ndm pomohlo
v priklade 4b? Ze sme vedeli lahko urcit oddelenie slov pomocou mriezky #.
Vieme tu pouzit mieco iné, co by sluzilo rovnako? Mdme okrem a este nieco
v abecede? No predsa b.

Zvolme si z = ba’b. Potom 8(qo, a’ba’b) = 6(qo, aba’b).
o a’ba’b ¢ L(A), pretoze a’b # a'b
e a'ba’b € L(A)

Dospeli sme k sporu (bud akceptujeme obe slovd, ¢ize aj slovo, ktoré nie
je z jazyka, alebo neakceptujeme ziadne z tychto slov a teda ani slovo, ktoré
patri do jazyka), dany automat nerozoznava jazyk L;. Plati preto povodné
tvrdenie. Jazyk L; nie je regularny.

Riesenie prikladu 1f

Idea dokazu pomocou Lémy 3.12.

- Predpokladajme, zZe jazyk Lg je reguldrny. Potom vieme zostrojit au-
tomat, ktory ho rozpoznava, a ma k stavov. Ak budeme mat (aspori)
k + 1 slov, aspon dve slova musia skonc¢it v rovnakom stave.

- Majme slova tvaru a®™+1, kde m € N. Vidime, Ze pocet takychto slov
je nekonecny, preto ich urc¢ite bude viac ako k. Nech 1 <¢ < j <k+1
a 0(go, a**) = d(qo, a¥*1)

- Potom musi platit aj 6(qgo, a®+1z) = §(qo, a¥+1z) pre akékolvek z €
¥* (z Lémy 3.12).

- Zvolme si z = a?”. Mus{ teda platit: a2 +1ai” € L(A) <~ a¥itgi® €
L(A)

12 2.0 B2 s P
- Upravme a%t1ad” = @7 721 = U+ o uréite patri do jazyka Lg
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] 2 2 o e . 2
- Upravme a**t1a/” = of"2*1 Vidime, ze toto slovo m4 viac a ako a/ ",

a z podmienky, ze 7 je mensie ako j, vieme aj, ze to bude menej ako v
. 2
ali+D?

. 52 i11)2 [ .. o [ . .
- Medzi @?” a a¥t1)” sa nenachddza ziadna ind druhd mocnina prirodze-
s .. 21 o;
ného &isla, preto urcite o’ T2+1 ¢ Lg.

- Dospeli sme tak do sporu s tvrdenim, ze automat rozoznava dany
jazyk. V rovnakom stave skoncilo slovo z jazyka, aj slovo, ktoré do
jazyka nepatri, takze automat nerozozndva spravne jazyk Lg. A teda
jazyk Lg nie je regularny.

Idea d6kazu pomocou (pumpovacej) Lémy 3.14

- Pri pumpovacej 1éme opét predpokladdme, ze jazyk je reguldrny a tak
prenho existuje také ng, ze vsSetky slovd w,|w| > ng vieme vhodne
rozdelit a napumpovat tak, ze vSetky napumpované slova budu patrit
do jazyka, alebo ziadne napumpované slovo nebude patrit do jazyka.

- Zvolme si slovd z jazyka w = a¥, kde k = n? (k je druhd mocnina
nejakého ¢isla) a nech n > ng.

- Rozdelme slovo a* = a™ala* ™! s tym, ze m +1 < ng, 1 > 1.

- Z Lémy 3.14 teda bude platit: y = o™, z = a! a z = a* ™. Slovo

x moézeme napumpovat lubovolne velakrat a vSetky napumpovania by
mali patrit do jazyka Lg, kedze slovo a* doriho patri.

- Napumpujme slovo z napr. dvakrat. Potom dostavame slovo: a™a?aF~mt =

qm2ltk—m—l _ l+k _ l4n®

- Slovo a!** méze byt druhou mocninou, iba ak by I = 2n 4 1, teda by
platilo altk = al+”2 = a2”+1+n2 — a(n+1)2_

- 7Z pociatoénych podmienok vieme, ze: m+1 < ng < n, ¢ize [ < n a tak
sa nemoze rovnat 2n + 1.

- .2 i11)2 [ .. . [ .

- Kedze medzi o/~ a a¥tY” sa nenachddza ziadna ind druhd mocnina

prirodzeného cisla, dospeli sme k sporu. Nase napumpované slovo ne-
patri do jazyka a teda jazyk Lg nie je regularny.
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Riesenie prikladu 1i

Dokazujeme sporom. T.j. dokazujeme tvrdenie, ze jazyk L9 = {w €
{0,1}* | 4jw|o = 2|w|1} je regularny. Potom musi existovat automat A =
{Q,%,9,qo, F'}, pre ktory plati ze L(A) = Lg. Nech pocet stav tohto (koneé-
ného) automatu je n.

Teraz sa zamyslime, aké slovd patria do jazyka Lg. Velmi castou chybou
je predpoklad, Ze w = 0*12 € Lg. Lahko ukdzeme, e to nie je pravda: 4|lwlp =
410*12]g = 16 a 2|w|; = 2]0*12|; =4 a 4 # 16.

Sprdvne tam budid patrit napriklad slovd 021*, alebo 0*18. Vieobecne za-
pisané 0214, (Toto, samozrejme, nie si vietky slovd z jazyka, vijraz vieme
zjednodu§z’fEL nuly a jednotky vieme vymenit, ale aj dat cez seba. Pri do-
kazovani (ne)reguldrnosti vsak staci vybrat nejaki podmmnozinu jazyka, ktord
je aspon o jedna vicsia ako pocet stavov automatu. Lebo ak pre nejakid pod-
mnozinu jazyka L ukdZete, Ze sa nedd zostrojit automat, ktory by rozpozndval
jazyk L (pozor, jazyk, nie ti danid podmnozinu), tak ho zjavne nezostrojime
ani pre zvysné slovd.)

Ak si vyberieme slovd 02,0, ...,027 02("+1) hude ich viac ako stavov,
preto nejaké dve slovd budi musiet skon¢it v rovnakom stave d(qo,z) =

A

5((]07 y)

Nech z = 0%,y = 0%, kde 1 < i < j < n. Potom z Lémy 3.12 plati pre
Tubovolné z ze 6(qo, 0%2) = 6(qo, 0% 2).

Zvolme z = 1%, Cize (qo, 0%'1%) = 0(qo, 0%1%).

o 021% € L(A), lebo 4 .2i =8i=2.4i

o 0%1% ¢ L(A), lebo 4 . 2j = 8j a 2 . 4i = 8i. KedZe i < j, potom
85 > 8.
Dospeli sme k sporu, plati preto pévodné tvrdenie. Jazyk Lg nie je re-

gularny.

2. priklad

Zamyslite sa nad nasledujicimi otdzkami:
(a) Existuje nereguldrny jazyk nad jednopismenkovou abecedou?

(b) Existuje nad jednopismenkovou abecedou reguldrny jazyk?

3Bude spravne aj 0°1%?
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(i)

Ak je jazyk L regularny, je aj komplement jazyka LC reguldrny?
Ak je jazyk L nereguldrny, aky je komplement jazyka LE?

Je prienik, rozdiel alebo zjednotenie dvoch regularnych jazykov regu-
larny jazyk?

Je prienik, rozdiel alebo zjednotenie dvoch neregularnych jazykov vzdy
neregularny jazyk?

Najviac kolko stavov bude mat automat, ktory vznikne simulédciou
automatov A a B?

Vieme ohranic¢it aj minimélny pocet stavov automatu, ktory vznikne
simuldciou automatov A a B?

Su vSetky podmnoziny regularneho jazyka regularne jazyky?

Hinty k 2. prikladu

(a)

(b)

Pozrite si priklad 1. St tam nejaké neregularne jazyky nad jednopis-
menkovou abecedou?

Je konecny jazyk regularny? Viete vytvorit napriklad automat pre
slova s parnou dlzkou? A viete to spravit aj na jednopismenkovej abe-
cede?

Ak méame zostrojeny deterministicky konecny automat pre jazyk L,
ako ho vieme lahko upravit, aby rozpoznaval komplement jazyka? Co
by sme museli spravit s jeho akcepta¢nymi stavmi?

To isté, ¢o v predchadzajicom — ak nevieme vytvorit automat pre
jazyk L, budeme ho vediet vytvorit pre L¢?

Ako vieme spravit prienik, rozdiel alebo zjednotenie dvoch regularnych
jazykov (=automatov, ktoré ich rozpoznivaji)? Ked mame automat
rozpoznavajuci nejaky jazyk L, je tento jazyk regularny?

Vie byt prienikom, rozdielom ¢i zjednotenim dvoch jazykov napriklad:
prazdna mnozina, jazyk vsetkych slov nad abecedou, kone¢na mnozina
slov...?

Ako vytvarame simuldciu (moduldrnu konstrukciu) dvoch automatov?
Kolko stavov zostrojujeme?
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(h)

Vieme povedat, ¢i bude mat vysledny automat menej stavov ako au-
tomat A alebo ako automat B? Co ak vznikne simuldciou prazdny
jazyk alebo jazyk vsetkych slov nad abecedou? Kolko stavov maji
tieto automaty? Vieme teda povedat nieco o minimélnom pocte sta-
vov automatu, ktory vznikol simulaciou?

Je jazyk vSetkych slov nad abecedou {a} reguldrny? Viete k nemu
zostrojit automat, ktory ho rozpozna? No a teraz si pozrite priklad 1
— vidite tam nejaké jeho podmnoziny?

3. priklad

Pomocou moduldrnej konstrukcie (simuldcie) zostrojte automat pre ja-

zyk:

L=

{w € {a,b}* | pocet a je parny a zaroven neobsahuje podslovo ba}.

Vieme tento automat zostrojit pouzitim moduldrnej konstrukcie pre roz-
diel dvoch automatov? Aky bude ten druhy jazyk? Dokazte spravnost oboch
automaty (nezabudnite ukdzat, ze kazdé slovo patri do KL triedy stavu, v
ktorom skonéf).

Poznamky

Dokaz neregularnosti pomocou Lémy 3.12

Dokazujeme sporom, takze predpokladame, ze jazyk L je reguldrny a
teda existuje DKA A, ktory ho rozozndva L = L(A).

Ak mame kone¢ny automat s n stavmi, tak ak budeme mat ¢o i len o
jedno slovo viac, ako je stavov (n+ 1), musia vypoéty na aspon dvoch
slovach skoncit v rovnakom stave (Pigeonhole principle).

Zvolime si nejaki mnozinu slov, ktorych je dostatocne vela (aspon n+1
pre Iubovolné n), takze napr. 07, a®*... Treba vysvetlit /ukazat, preco je
ich urcite viac ako stavov automatu. Z nich vyberiete dve slova. Pozor,
nie TubovoIné! Treba si uvedomit, ze vy neviete, ktoré konkrétne dve
slova skoncéia v rovnakom stave, ale viete, ze ak ste vytvorili aspon
n + 1 slov, tak to mohlo byt Tubovolné i-te a j-te. Preto nevhodné
slovd su také, kde pouzivate konstanty a taktiez také, kde jedno zévisi
od druhého napr. 1%, 1% alebo a®, a®**.
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7 Lémy 3.12 vieme, ze ak vypocet na slovach u a v skon¢i v rovnakom
stave ¢, tak aj vypocty na ux a vz skoncia v jednom stave p, Cize slovo
ux patri do jazyka L prave vtedy ked aj slovo vz.

Slovo x je preto vhodné vybrat tak, aby jedno slovo z dvojice ux,vx
patrilo do jazyka a druhé nie. Stav p by tak mal jedno slovo akceptovat
a druhé nie, to DKA robit nevie. TakZe bud ich obe akceptuje alebo nie,
Cize nerozoznava dany jazyk, ¢im sme sa dostali do sporu s tvrdenim,
ze jazyk je regularny.

Odportcam precitat si komentare k lohe 5.2/ z roku 2017/18

Dokaz neregularnosti pomocou pumpovacej 1émy (Léma 3.14)

Dokazujeme sporom, takze predpokladame, ze jazyk L je reguldrny a
teda existuje DKA A, ktory ho rozoznava L = L(A).

Ak mame koneCny automat s ng stavmi, tak kazdé slovo w,w > ng
vieme rozdelit tak, ze w = yzz, kde |yz| < ng, |z| > 1.

Potom plati, ze bud vsetky slova yz*z patria do L alebo Ziadne takéto
slovo do jazyka nepatri. Cize ak strednti cast slova (podslovo x) napu-
mupujeme (zndsobime) Iubovolne-velakrat, vysledné slovo bude vzdy
z jazyka alebo z neho nebude nikdy.

Méte dve moznosti (1) bud za¢nete so slovom, ktoré do jazyka L patri
a potom ukézete také napumpovanie, ktoré pokazi podmienky jazyka
a vysledné slovo po napumpovani do jazyka patrit nebude. Alebo (2)
zacnete so slovom, ktoré do jazyka L nepatri a ukazete také napum-
povanie, ktoré splni podmienky jazyka a takéto slovo po napumpovani
do jazyka bude patrit.

Opét je dolezité si uvedomit, ze my nevieme, ako dlhé sa jednotlivé
Casti slova - okrem podmienok pre x a yx vyssie. Odporicam preto
najst slovo, v ktorom budete vediet, v akej Casti prichadza k pumpo-
vaniu. Napriklad pre slovo w; = a*b¥, k > ng bude stredné cast (x,
ktorti pumpujeme) v ¢asti a®. Pre slovo wy = aFb¥,2k > ng to urcit
nevieme. Mo6zeme pumpovat podslovo z ktoré sa bude skladat z a’
alebo a’®/ alebo b/. Pri takto zvolenom slove by ste preto museli uka-
zat, ze nech x bude hociktora z tychto moznosti, pumpovanie pokazi
podmienku z tretej odrazky.

Slovo je preto vhodné navrhnut tak, aby ste jednoznacne vedeli urcit,
kde sa bude nachadzat x (samozrejme, nie konkrétne slovo).


http://edi.fmph.uniba.sk/~winczer/UTI/vzoroveDU/2018/du_5.pdf
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SOME FUNCIION Flab,c..) LHICH
PRODUCES THE CORRELT ANSUER—

HANG ON.

THIS 15 GOING TO BE

ONE OF THOSE. LIEIRD)
DARK-MAGIC PROOFS,
[BN'T IT? I CAN TELL.

10

LHAT? NO, NO, ITS A
PERFECILY SENSIBLE
CHAIN OF REASONING.

| e

\¢

L3

NOW, LET'S ASSUNE THE CORRECT
ANSUER WILL EVENTUALLY BE
WRITEN ON THIS BDARD AT THE
COORDINATES (%, y). IF WE—
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