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1. priklad
(a) Najdite priklad jazykov A, B, pre ktoré plati: A # B ale A2 = B2

(b) Zapiste jazyk L = {0™F* 12 2m+3 | ;> 1} ako prienik dvoch jazykov
Ly a Lo, ktoré splnaja sicasne nasledujice podmienky:

(i) Ly SZ Lo, Lo g L
(i) L1, Lo € {0} H{1}7{2}F
(iii) L1 — L a Ly — L st nekonecné jazyky.

Odovodnite.

Riesenie 1. prikladu

(a) Hladdme jazyky, ktoré su rozne, ale ich druhé mocniny st rovnaké.
Moézeme skusat hladaf takéto konecné jazyky, uvazovat, Ze potrebu-
jeme nejaké slovo vyskladat inym sposobom, ako vznikne v druhom
jazyku. Mohli by ste navrhntat napr. takuto dvojicu jazykov: A =
{a,aaa}, B = {\, aa,aqaaa}.

Pozrime sa na ich druhé mocniny. A2 = {aa, aaaa, aaaaaa} = {a?,a*, a’}.
B? = {)\, aa,aaaa,aaaaaa}l = {\ a? a* a%}. Vidime, Ze st takmer
rovnaké, presnejsie A2 C B?, ale nie st rovnaké, lebo v B? je aj prazdne
slovo A. Je castou chybou, ze si neuvedomite, ze A.A = .

7 toho vyplyva, Ze nevieme mat dva jazyky, v ktorych v jednom
prazdne slovo je a v druhom nie je. Keby sme dali do oboch prazdne
slovo, tak v ich druhych mocninach by bol aj jazyk samotny (jazyk
zretazeny s prazdnym slovom), ¢o by ndm to opat mohlo pokazit.

Pri koneénych jazykoch bude ich druhd mocnina vzdy obsahovat viac
slov! (zamyslite sa, preco). Tak skiisme néjst nejaké nekonecéné jazyky.

Nech A = {),a,aa...} = {a* | k € N}.
B = {\,a,aaa,aaaa...} = {a* | k € N,k # 2}

Ich druhé mocniny budii rovné A? = B2 = A = {a* | k € N}, kedze
slovo aa v B? vznikne zretazenim a.a. Vidime, ze tieto jazyky rovnaké
nie si, ale ich druhé mocniny ano.

Lokrem jazyka {\}
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(b) Jazyk L je nekone¢ny. Kedze L1 — L, Ly — L st nekonecné jazyky, tak
aj L1 a Ly budi nekonecné. Aby sme splnili podmienku (ii) a zéroven,
aby sme jednoznacéne vedeli povedat, ze L; N Ly = L, pouzime jazyk
L s miernymi tpravami pre oba jazyky.

Nech: Ly = {0™+F 12m 2m+3 | ;m k> 1}
Ly = {Om+4 1lm om+3 ‘ m,l > 1}_

Co sme zmenili? V oboch jazykoch pribudol jeden parameter navyse.
Co to znamena? Skiisme si obaja jazyky napisat ako zjednotenie jazy-
kov postupnou iterdciou tychto parametrov.

Cize: Ly = {0m*! 12m 2m+3 | 4y > 1} U {0mF2 12m 2m+3 |y >
1} U {0m+3 12m 2m+3 ’ m > 1} U {0m+4 12m 2m+3 | m > 1}

L2 — {Om+4 1m 2m+3 | m > 1} U {0m+4 12m 2m+3 | m > 1} U
{omFd 13m omH3 |y > 1}y {0+ 14m 2mES |y > 1)

Vidime, ze jazyk L je podmnozinou oboch tychto jazykov. Je aj ich
prienikom? V jazyku L; budu rovnaké slova ako v Lo iba ak v jazyku
L1 bude k = 4 a zaroven v jazyku Lo bude [ = 2. Pre iné hodnoty k, 1
slova z jedného jazyka nebudu patrit do druhého (a opacne).

Ako budt vyzerat L1 — L a Lo — L? Pozrime sa vyssie. Vidime, ze ak z
oboch jazykov vynechame jazyk L, parametre k, [ nem6zu nadobudniit
hodnoty 4 resp. 2. To znamena, Ze:

Ly — L= {0m+k 12m om+3 | | > 1k # 4}.
Lo — L = {0m+4 1lm om+3 |y | > 1,1 # 2}.

Oba jazyky st nekonecné (podmienka (iii)), kedZe mnozina celych
kladnych ¢isel okrem 4 (resp. okrem 2) je nekoneénd. Podmienku (ii)
sme splnili, v jazyku L; by mohlo byt aj k = 0, kedze m > 1, ¢ize tam
vzdy bude aspon jedna nula. V jazyku Ls nemoze byt [ = 0, kedze v
takom pripade by v slovach neboli ziadne jednotky.

A ¢o s podmienkou (i)? Pozrime sa na slovo z jazyka L, ked m =
1Ak =1 w=0""122"3 = 00112222. Toto slovo sa uréite nebude
nachadzat v jazyku Lo. Preco? Lebo pre m = 1 bude v slovach z jazyka
Lo pét nil, dve nuly sa v ziadnom slove z Lo nachadzat nebudd. To
znamend, ze L1 ¢ Lo.

Skiisme to aj opacne. Prem = 1 Al = 1 bude slovo w = 0114 111 2143 —
0000012222. Toto slovo nepatri do jazyka L1, kedZze v nom budu vzdy
slova, ktoré maju parny pocet jednotiek. Z toho vyplyva, ze Ly € L.
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2. priklad*

Na obrazku je automat, ktory rozpoznéava slovd nad abecedou {0,1},
ktoré koncia Snakom 1. Dokazme to.

() —

1

Riesenie 2. prikladu

V stave qg skoncia slova, ktoré koncia znakom 0 a v stave ¢; skoncia
slova, ktoré koncia znakom 1. Zapisme to formélne:

o KL[go)={\w0|weX*}

o KL[q1] ={wl|weX*}
Toto bude nasou hypotézou, ktortt budeme overovat pomocou matematickej
indukcie (MI). 2

Biza indukcie Spravime vypocet na automate pre slové dizky 0 a vys-
sie, pokial sa nedostaneme do vsetkych stavov.

o slovd dlzky 0: 5(go,\) = g0 = X € KL|q)].

o slovd diky 1:

(q0,0) =qy — 0¢€ KL[qO].
(qo, 1) =q — le KL[ql].

Sy O

Obe slova 0 a 1 vieme napisat ako A0 a A1, ¢ize je zrejmé, ze patria do KL
tried stavov, v ktorych skoncili. Dostali sme sa do vsetkych stavov, béaza
indukcie je preto kompletna.

2Este predtym sa ale musime zamysliet, & (1) KL triedy st vzédjomne disjunktné (zjavne
slovo nevie kon¢it aj 0 aj 1, takze si), ¢i (2) kazdé slovo nad abecedou patri do prave jednej
KL triedy (méme tam priamo spomenuté aj prazdne slovo, zvy$né slovd nad abecedou
¥ = {0,1} vieme jednoznacne zaradif do jednej KL triedy), ¢i (3) zjednotenie vSetkych
KL tried bude obsahovat vSetky slovd z X* (zjavne 4no), a ¢i (4) zjednotenie KL tried
akceptacnych stavov dé jazyk, ktory mé automat rozoznat (mdme len jeden akceptacny
stav, takze 4no).
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Indukény predpoklad: Predpokladame, ze hypotéza plati pre vsetky
slovd dlzky k,k < 1. Alebo zapisané inak: slovd w € ¥*, kde |w| =k, k < 1
(kedZe platnost hypotézy pre slova tychto dlzok sme dokazali v baze).

Indukény krok: Ak dokézeme, Ze nasa hypotéza plati pre vSetky slova
diiky k+ 1, kde k > 1, dokazeme vseobecnii platnost nasej hypotézy. Slova
tejto dizky vieme zapisat ako z = wa, kde w € X*,|w| =kaa e . O w
mozu platit dve veci - bud bude koncit 0 alebo bude kon¢if 1. Musime ich
obe rozobrat.

o w konéi 0, takze z IP vieme, Ze patri do K L[gy]. Teraz ndm opét
vznikna dva pripady - a = 0 alebo a = 1.

A A

— 0(qo0,w0) = 0(d(go,w),0) = 0(g0,0) = go. Slovo w0 konéi nulou,

takze spliia nagu hypotézu, ze 20 € K L[qo)].

— 0(q0,wl) = 0(d(go,w), 1) = d(qo,1) = ¢q1. Slovo w1 konéi jednot-

Pl

kou, takze splna nasu hypotézu, ze wl € K L[q].

o w kond¢i 1, takze z IP vieme, Ze patri do K L[q]. Teraz ndm opét
vznikni dva pripady - a = 0 alebo a = 1.

— 0(q0,w0) = 6(d(go,w),0) = 0(q1,0) = go. Slovo w0 konéi nulou,

takze spliia nasu hypotézu, ze 20 € K L[q)|.

A N

— 0(qo,wl) = 0(d(go,w), 1) = d(q1,1) = ¢1. Slovo w1 konéi jednot-

Pl

kou, takze splna nasu hypotézu, ze wl € K L|q].

Dokézali sme platnost nasej hypotézy. Cize sme dokézali platnost KL tried,
a teda aj to, Ze jazyk rozpoznava slova konciace 1 (tj. slova, ktoré skondia v
stave ¢1, ¢omu zodpovedd K L[q1]).

3. priklad

Aky jazyk rozpoznava automat na obrazku? Dokézte to.
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Idea riesenia 3. prikladu

Skusme zistif, aky jazyk rozoznava dany automat. V stave ¢p skonci
urcite prazdne slovo. Kolko jednotiek bude obsahovat slovo, ktoré skonci v
qo? Vieme sa tam dostat cez stav ¢p, pricom na ceste g9 —> q1 —> go bude
vzdy parny pocet jednotiek, hocikolkokrat tito cestu zopakujeme. Mézeme
prejst az do g2, ale vSimnime si, ze ¢i sa do gy vratime zo stavu g3 alebo ¢,
vzdy prejdeme po parnom pocte jednotiek (jednou vychddzame a druhou
vchadzame). Rovnako to je pre gy s nulami — bud pojdeme do g3 a spit,
¢o vzdy da parny pocet nil, alebo péjdeme cez stav g2 a opat budeme
potrebovat parny pocet ntl. V stave qp by tak mali koncit slova, ktoré maja
parny pocet nul a parny pocet jednotiek. To vieme zapisat ako K L[qy] =
{w | |w]o mod 2 =0 A |w|1 mod 2 =0}

Ako sa vieme dostat do ¢;7 Bud priamo z gg a na ceste prec¢itame jednu
jednotku, alebo pojdeme cez g3 a na ceste precitame jednu jednotku a dve
nuly. Hocijaky iny okruh, ktory z ¢; spravime, bude obsahovat parny pocet
nul aj jednotiek. To spocitané s tymi, ktoré sme spravili pri prvom prechode
do ¢1 ndm d4va neparny pocet jednotiek a parny pocet nil. Cize: K L[q1] =
{w | |lw|o mod 2 =0 A |w|y mod 2 =1}.

Do ¢3 sa vieme dostat priamo z gg po jednej nule, alebo cez zvysné stavy
po dvoch jednotkédch a jednej nule. Tiez tu plati to, ¢o v predchédzajicich
stavoch, ak z q3 p6jdeme do iného stavu a spét, precitame parny pocet nul
a/alebo parny pocet jednotiek. Z toho vyplyva, ze v tomto stave skonéia
slovd, ktoré maji neparny pocet nil a parny pocet jednotiek. K L[gs] =
{w | Jw|p mod 2 =1 A |w|1 mod 2 = 0}.
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A ¢o stav ¢2? Ked sa pozrieme na KL triedy zvysSnych stavov, vidime
ze nam chybaju este slova, ktoré maji neparny pocet nil a neparny pocet
jednotiek. Skontrolujme. Do ¢ sa vieme dostat cez ¢; preCitanim jednej
jednotky a jednej nuly, alebo cez g3 tiez precitanim jednej nuly a jednej
jednotky. Takze K L[g2] = {w | |lw|o mod 2 = 1 A |w|; mod 2 = 1}.

Z toho vyplyva, ze L(M) = {w | |w|p mod 2 =0 A |w|; mod 2 = 1}.

Dokazte, ze to plati.

4. priklad*

Na obrazku sa nachadzaji 4 automaty rozoznavajtce rézne jazyky. Pre
kazdy z nich zistite, aky jazyk rozoznava a urcite KL mnoziny vsetkych
stavov. Co znézornuju dolné indexy stavov v ¢iernom a ¢ervenom automate?
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Riesenie prikladu 4

Vsetky sStyri automaty pracuju nad abecedou ¥ = {0, 1}.
(a) Cierny automat rozoznéva jazyk Ly = {w € L* | |w|o mod 3 = 1}

o KL[g] ={\ weX*||wlpmod3=0}
o KL[q1] ={we X" ||w|omod 3 =1}
o KL[go] ={w € X* | |w|op mod 3 =2}

(b) Modry automat rozoznéva jazyk Ly, = {w € ¥* | [w|g mod 3 = 2}

o KL[g] ={X\ weX*||wlpmod3=0}
o KL[1] ={w e X" ||w|o mod 3 =2}
o KL[go) ={w e X* | |w|p mod3 =1}

(c) Cerveny automat rozoznéava jazyk Ly.q = {w € X* | |w|; mod 3 =
1}
o KL[g]={\ weX*||w mod3=0}
o KL[1] ={w e X*||w|y mod3 =1}
o KL[g] ={w e X*||w|ly mod3 =2}

(d) Zeleny automat rozoznava jazyk Lgreen = {w € ¥* | |w|1 mod 3 =
2}
o KL[g] ={X\ we X ||w[y mod3 =0}
e KL[g] = {w e >*| |w|; mod 3 =2}
o KL[g] ={weX*||w|y mod3 =1}

Vidime, zZe indexy stavov v ¢ervenom a ¢iernom automate znacia zvysky po
deleni. Samozrejme, aj modry a zeleny automat je spravny, ale pre Tahsiu
orientaciu a pre dokazovanie je vhodné pouzivat jasné oznacovanie, ktoré
vam priamo napovedé, ¢o sa v stave deje. Uvidime to v dalsich prikladoch.

Zamyslite sa este nad tym, ¢i je potrebné pisat A pri tycho KL mnozinéch.
Svoju odpoved sktste zdovodnit.

5. priklad*

Zostrojte automat, ktory rozoznava jazyk L = {w = ax | = € {a,b}* A
|w|p mod 2 = 0}. Z akych dvoch jazykov je L zlozeny? Pre kazdy zostrojte
automat, dokézte ich spravnost, a pomocou moduldrnej konstrukcie (simu-
lacie) vytvorte automat pre jazyk L.
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Riesenie prikladu 5

Tento jazyk sa skladéd z dvoch jazykov, ozna¢me ich L; a Ly. L1 = {w =
axr |z € {a,b}*}; Ly = {w € {a,b}" | |w|p mod 2 = 0}.

Najprv si pre kazdy z nich vytvorime automat. Aby sa nam s automatmi
lahsie dalej pracovalo, budeme sa snazif oznacovat stavy podla toho, ¢o sa
v nich deje, a tiez sa vyvarovat vela stavom s rovnakymi menami.

a, b a, b

Vznikli dva automaty, pre kazdy si definujme KL triedy.
+ Cierny automat: L; = {az | = € {a,b}*}

— KL[g] = {\}
— KL[qq] ={azx | z € {a,b}*} — ¢ize slova zacinajice znakom a

— KL[gy) = {bx | x € {a,b}*} — ¢ize slova zacinajice znakom b
e Modry automat: Ly = {w € {a,b}* | |w|, mod 2 = 0}

— KL[qo] = {w € {a,b}* | |[w|p mod 2 =0} — parny pocet bécok
— KL[q1] = {w € {a,b}* | |w|p mod 2 =1} — neparny pocet bécok

Dokazy spravnosti nechavam na vas ako opakovanie posledného cvicenia.

Podme si spravit modularnu konstrukciu. Mozno ste rozmyslali, preco
m4 jeden automat vietky stavy v jednom riadku a druhy v jednom stipci.
Je to preto, aby sa nam lahko spravil kartézsky sucin stavov. Postup je
nasledovny:

(i) Potrebujeme 3 x 2 stavov, kazdy bude mat dvojznakovy index, kde
prvy znak bude z ¢ierneho automatu a druhy z modrého. Vieme, zZe
vstupny stav bude ten, ktory bol vstupny v oboch, v tomto pripade
teda q00-
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(i)

(iii)

Teraz potrebujeme pridat prechody. Ako na to? Pozrime sa na pre-
chody zo stavu qgg. V ¢iernom automate sa po a dostaneme zo stavu
qo do stavu ¢, a v modrom automate sa z ¢y dostaneme po a do
Takze zo stavu ggg po a pdjde prechod do stavu ¢,o. Podobne pre pre-
chod po b — v ¢iernom automate sa zo stavu gg dostaneme do stavu

a v modrom automate sa z gy dostaneme do ¢;. Z toho vyplyva, ze zo
stavu ggp po b p6éjde prechod do stavu

a

Vseobecnejsie: aby sme zistili prechod zo stavu ¢;; po znaku e, tak
najprv pozrieme, kam sa dostaneme zo stavu ¢; po e v prvom auto-
mate (napr. do stavu ¢;) a potom kam sa dostaneme zo stavu g¢; po
e v druhom automate (napr. do stavu ¢;). Kombinaciou vysledkov do-
staneme vysledny stav (gg;). Dopliime aj zvySok prechodov v nasom
automate.
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(iv) Ked uz mame vsetky prechody, eSte musime urcit, ktoré stavy su ak-
ceptacné. Kedze robime prienik dvoch automatov (vo vyslednom ja-
zyku je medzi Ly a Lo ,a zéroven”), akceptacné stavy budu tie, ktoré
st akceptacné aj v jednom aj v druhom automate. V nasom pripade
to je iba stav gug.

(v) Pozrite sa na automat. St v nom vsetky stavy dosiahnutelné (teda
sa do nich vieme pocas vypoctu dostat)? Vidime, ze do stavu go; sa

10
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dostat neda. Ale preco? Ak si spomenieme na K L[q] z ¢ierneho a
K L[q1] modrého automatu, ziskame odpoved. Neexistuje totiz ziadne
slovo, ktoré je zaroven prazdne a zaroven ma neparny pocet bécok.
Tento stav aj s prislichajicimi prechodmi preto nemusime kreslit.

(vi) Este si definujme KL triedy tohto automatu.

« KLlgoo] = {\}

o KL[gw] = {w = ax | |w|, mod 2 = 0} — slovd zacinajice a s
parnym poctom b

o KL[g) = {w = bz | |w|p mod 2 = 0} — slova zacinajice b s
parnym poctom b

o KL[gu] = {w = ax | |w|y, mod 2 = 1} — slovd zacinajice a s
neparnym poctom b

o KL[gy1]) = {w = bz | |w|p mod 2 = 1} — slova zacinajice b s
neparnym poctom b

Pozrite sa na KL triedy p6vodného modrého a c¢ierneho automatu
vyssie. Ako suvisia s KL triedami tohto automatu? Vidite tam prienik
jazykov? Ako by sa zmenil automat, keby sme nerobili prienik, ale
zjednotenie (t.j. v pévodnom jazyku by bolo ,alebo”)? Zmenili by sa
iba akceptacné stavy. Zamyslite sa, ktoré dalsie stavy by boli v tomto
pripade akceptacné.

Ak ste dokazali spravnost oboch automatov ¢ierneho aj modrého, tak
spravnost tohto uz dokazovat nemusite.

11
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6. priklad

Zostrojte automat, ktory rozoznava jazyk L = {w = 20 | x € {0,1}* A
|lw|y mod 3 = 0}. Z akych dvoch jazykov je L zloZeny? Pre kazdy zostrojte
automat, dokézte ich spravnost, a pomocou moduldrnej konstrukcie (simu-
lacie) vytvorte automat pre jazyk L.

Poznamky

KL triedy

Musime zadefinovat KL pre kazdy stav automatu.
Zjednotenie KL tried pre vSetky stavy sa musi rovnat *.

Zjednotenie KL tried pre akceptacné stavy sa musi rovnat jazyku,
ktory automat rozoznava.

Teda - kazdé slovo nad abecedou musi patrit do nejakej KL triedy,
a kazdé slovo z jazyka, ktory automat rozoznéva, musi patrit do KL
triedy jedného z akceptacnych stavov.

Prienik akychkolvek dvoch KL tried je prazdna mnozina - t.j. KL
triedy su disjunktné mnoziny.

MI pre automat

Najprv si zadefinujeme KL triedy pre vSetky stavy, to bude nasa hy-
potéza (overte si vSetko, ¢o musi platit o KL triedach).

V béze postupne na slovich dizky 0, 1... zistujeme, kde jednotlivé slové
v automate skoncéia, a ¢i naozaj patria do KL triedy daného stavu.
Dokazujeme po taka dlzku slov, kym v baze nepokryjeme vsetky stavy.

Indukény predpoklad je, ze nas automat spravne rozoznava slova diiky
k < z, kde z je (konkrétna) dlzka najdlhsieho slova z bazy. w, |w| =
kok<ux.

Indukény krok - dokazujeme pre slova dizky k + 1. z = wa, |z| =
k+1,a€eX.

Dokazujeme pre vsetky KL triedy, do ktorych méze patrit w a pre
kazdu triedu este pre kazdy symbol z abecedy, ktoré k nemu vieme
"prilepit”, aby sme mali slovo z.

12
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e Treba si uvedomit, ze slovo w nielen konéi v stave ¢;, ale ma aj vlast-
nosti K L[g;]. Tie vyuzijeme v IK a pre kazdd moznost ukdzeme, ze ak
k slovu w s nejakymi vlastnostami priddme symbol a, slovo z skonéi v
stave ¢; a aj vlastnostami bude patrit do triedy K L[g;].

« Castou chybou je, Ze iba piSete, ¢o by malo pre dané slovo platit, ale
nekontrolujete si, ¢i to aj naozaj plati. Potom si nenédjdete chyby, ¢i
neuvedomite, ze ste na nejakd moznost pri definovani KL tried za-
budli. Takze si to vzdy overte, pri zlozitejsich triedach mozete zacat
na konkrétnych prikladoch, snazte sa ale dostat k vSseobecnému opisu.

Modularna konstrukcia

e Najprv treba zostrojit oba automaty, z ktorych budeme skladat vy-
sledny.

e Potom dokézat spravnost oboch automatov —t.j. Ze rozoznavaja jazyk,
ktory maju.

o Ked sme to dokazali, spravime moduldrnu konstrukciu (simuldciu).
Budeme potrebovat n x m stavov, ak n je pocet stavov jedného auto-
matu a m je pocet stavov druhého. Odporucam nové stavy indexovat
kombinaciou indexov z povodnych automatov.

e Vstupnym stavom bude taky stav, ktory bol v oboch automatoch
vstupny.

e Kam ide prechod zo stavu g;; po znaku e zistime tak, Ze sa najprv po-
zrieme, kam sa dostaneme zo stavu ¢; po e v prvom automate (napr. do
stavu ¢j) a potom kam sa dostaneme zo stavu ¢; po e v druhom auto-
mate (napr. do stavu ¢;). Kombinéciou vysledkov dostaneme vysledny

stav (qri)-

o Akceptacné stavy budu:
(a) Ak robime prienik automatov, tak vsetky ktoré su akceptacné
pre oba automaty.

(b) Ak robime zjednotenie automatov, tak vsetky, ktoré su akcep-
tacné aspon pre jeden automat.

(c) Ak robime rozdiel automatov, tak vsetky, pre ktoré je prvy ak-
ceptacny a druhy nie.

e Vysledny automat uz dokazovat nemusime.
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