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1. priklad

(a) Majme abecedu ¥ = {0, 1}. Vymyslite aspon tri priklady jazykov nad
touto abecedou. Su vase jazyky konecné alebo nekonecné?

(b) Majme abecedu ¥ = {a,b, c,d}. Vymyslite dva koneéné jazyky L1, Lo
nad abecedou .
(i) LiULy =7
(i) L1 N Ly=?
(iii) Ly.Lo=?
(iv) Lo.Ly =7

(c) Co z bezného (informatického) Zivota méze byt jazykom? Nad akou
abecedou?

(d) Majme abecedu ¥ = {a,b,c,d, e} a jazyk L = US_, 3", Kolko slov z
jazyka ma vlastny prefix ab?

(e) Méme abecedu Xy a jazyky A, B,C C ¥* také, ze:

« A=1{0,1,00,11,000,111,0000,1111}
s B= {w € Ezoole’ > 2}
o C={we Sj,llwl <2}

Urcite jazyky:

RieSenie 1.e

Najprv si slovne popisme, aké slova obsahuju jazyky B a C. V jazyku
B st slova nad Y. dlzky aspon 2. Do jazyka C patria vSetky slova Xpoor
dlzky maximadlne 2, ¢ize {\,0,1,00,01,10,11}.

(a) AUB={wex,llw>1}=%}

ool ‘
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(b) AN B = {00,11,000,111,0000,1111}
(c) A—B={0,1}

)
)
(d) AnC ={0,1,00,11}
(e) BUC =X,

)

() BNC = {w e X, |lw| =2} = ¥,

2. priklad

Majme abecedu X, nech A, B,C C ¥*. Dokazte, alebo vyvratte ze:
(a) A(BUC)=ABUAC
(b) Ak A C B, potom pre kazdé n € ZT plati, ze A" C B™.

(c) Plati nasledovna rovnost A(BNC) = AB N AC, pre jazyky nad abe-
cedou ¥ = {0}?

(d) Nech A C i a B,C C X} pre abecedy 31,35 také, ze X1 N3y = 0.
Plati A(BNC)=ABNAC ?

(e) Ak A% = B2 potom A = B.

RieSenie 2.b

Tato implikaciu dokazeme pomocou matematickej indukcie.

o Béza: Ukazeme, Ze tvrdenie plati pre trividlny pripad, ¢ize v nasom
pripade pre n = 1. Ak A C B, potom A! C B'. Prv4 mocnina jazyka
je jazyk samotny, preto to samozrejme plati.

e Indukény predpoklad: Predpokladdme, ze tvrdenie plati pre n = k.
Cize Ak A C B, potom AF C B¥ pre k € Z*.

e Indukény krok: Ideme dokézat, ze ak je splneny IP, tvrdenie plati aj
pre n = k + 1. Nech z € A*¥*! potom (z def. mocniny jazyka) = €
{129 | 21 € A, 29 € AF}. Vychddzame z predpokladu, ak A C B a
z1 € A, potom aj z1 € B. Tiez z IP, ak A¥ C B¥ a x5 € AF, potom aj
zy € B*. Cize, x € {2129 | 21 € B, x5 € B¥} = BF 1
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3. priklad
Majme abecedu ¥ = {0, 1}.
(a) Nech A = %2. Co je potom A*?

(b) Nech A je rovnaké ako v casti (a), a B = {0,1}. Aké slovd obsahuje
jazyk BA*?

(c) Aky je rozdiel medzi jazykmi {0}{0,1}* a {0}{0,1}*? Co obsahujii?

(d) Ako zapiSete jazyk vsetkych slov nad abecedou ¥, ktoré obsahujui sufix
117

(e) Ako zapisete jazyk vSetkych slov nad abecedou X, ktoré obsahuju pods-
lovo 0107

(f) Co budeme musiet zmenit v rieSeni predchadzajticich dvoch tiloh, aby
jazyky obsahovali slové s vlastnym sufixom resp. vlastnym podslovom?

(g) Do ktorych z nasledovnych jazykov nad ¥* patri slovo 000107

(i) {0,1}

(i) {00}{0}"{10}
(iti) {000,101}{10,11}
(iv) {000}+{1}*{0}
(v) {00}~{10}*

(vi) {03-{1}*{0}"

4. priklad*

Zapiste jazyk L = {04 12m 2m+3 | ;> 1} ako prienik dvoch jazykov
L1 a Lo, ktoré spliaju sicasne nasledujiice podmienky:

(a) L1 € Lo, Lo & Ly
(b) L1, Ly C{O}H{1}{2}F
(¢) L1 — L a Ly — L st nekonecné jazyky.

Oddvodnite.
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Riesenie 4. prikladu

(a) Hladdme jazyky, ktoré su rézne, ale ich druhé mocniny si rovnaké.
Moézeme skusat hladaf takéto konecné jazyky, uvazovat, Ze potrebu-
jeme nejaké slovo vyskladat inym spdsobom, ako vznikne v druhom
jazyku. Mohli by ste navrhnat napr. takuto dvojicu jazykov: A =
{a,aaa}, B = {\, aa,aaaa}.

Pozrime sa na ich druhé mocniny. A% = {aa, aaaa, aaaaaa} = {a?,a*,a’}.
B? = {)\,aa,aaaa,aaaaaa}l = {\ a? a* a%}. Vidime, Ze st takmer
rovnaké, presnejsie A2 C B2, ale nie st rovnaké, lebo v B2 je aj prazdne
slovo A. Je castou chybou, ze si neuvedomite, ze A\.A = .

7 toho vyplyva, Ze nevieme mat dva jazyky, v ktorych v jednom
prazdne slovo je a v druhom nie je. Keby sme dali do oboch prazdne
slovo, tak v ich druhych mocninach by bol aj jazyk samotny (jazyk
zretazeny s prazdnym slovom), ¢o by ndm to opat mohlo pokazit.

Pri koneénych jazykoch bude ich druha mocnina vzdy obsahovat viac
slov! (zamyslite sa, preco). Tak skiisme néjst nejaké nekoneéné jazyky.

Nech A = {\,a,aa...} = {a* | k € N}.
B = {\, a,aaa,aaaa...} = {a* | k € N,k # 2}
Ich druhé mocniny budi rovné A? = B2 = A = {d* | k € N}, kedze

slovo aa v B? vznikne zretazenim a.a. Vidime, Ze tieto jazyky rovnaké
nie si, ale ich druhé mocniny ano.

(b) Jazyk L je nekoneény. Kedze L1 — L, Ly — L st nekoneéné jazyky, tak
aj L1 a Ly budi nekonecné. Aby sme splnili podmienku (ii) a zéroven,
aby sme jednoznacne vedeli povedat, ze Ly N Le = L, pouzime jazyk
L s miernymi tpravami pre oba jazyky.

Nech: Ly = {0™+k 12m 2m+3 | ;| > 1}

LQ — {0m+4 1lm 2m+3 | m,l > 1}'

Co sme zmenili? V oboch jazykoch pribudol jeden parameter navyse.
Co to znamena? Skisme si obaja jazyky napisat ako zjednotenie jazy-
kov postupnou iteraciou tychto parametrov.

Cize: Ly = {0m*+1 12m 2m+3 | ;> 1} U {0mF2 12m 2m+3 | 4y >
1} U {Om+3 12m 9m+3 ’ m > 1} U {0m+4 12m 9m+3 ’ m > 1}

L2 — {Om+4 1m 2m+3 ’ m > 1} U {0m+4 12m 2m+3 ’ m > 1} U
{0m+4 13m 2m+3 ’ m > 1} U {0m+4 14m 2m+3 | m > 1}

lokrem jazyka {\}
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Vidime, ze jazyk L je podmnozinou oboch tychto jazykov. Je aj ich
prienikom? V jazyku L; budu rovnaké slova ako v Ly iba ak v jazyku
Ly bude k = 4 a zaroven v jazyku Lo bude [ = 2. Pre iné hodnoty k, !
slova z jedného jazyka nebudu patrit do druhého (a opacne).

Ako budi vyzerat L1 — L a Lo — L? Pozrime sa vyssie. Vidime, Ze ak z
oboch jazykov vynechdme jazyk L, parametre k, ! nemo6zu nadobudniit
hodnoty 4 resp. 2. To znamena, ze:

Ly — L= {0m+k 12m om+3 | ;m k> 1k # 4}.
Lo — L = {0m+4 1im om+3 |y | > 1,1 # 2}.

Oba jazyky si nekonecné (podmienka (iii)), kedze mnozina celych
kladnych ¢isel okrem 4 (resp. okrem 2) je nekoneénd. Podmienku (ii)
sme splnili, v jazyku L; by mohlo byt aj k = 0, kedze m > 1, ¢ize tam
vzdy bude aspon jedna nula. V jazyku Ls neméze byt | = 0, kedze v
takom pripade by v slovach neboli ziadne jednotky.

A ¢o s podmienkou (i)? Pozrime sa na slovo z jazyka L;, ked m =
1Ak =1 w=0""12 213 =00112222. Toto slovo sa ur€ite nebude
nachadzat v jazyku Lg. Prec¢o? Lebo pre m = 1 bude v slovach z jazyka
Lo péat nul, dve nuly sa v ziadnom slove z Lo nachadzat nebudi. To
znamend, ze L1 ¢ Lo.

Skiisme to aj opacne. Prem = 1 Al = 1 bude slovo w = 0!+4 111 2143 —
0000012222. Toto slovo nepatri do jazyka L, kedZze v nom budu vzdy
slova, ktoré maji parny pocet jednotiek. Z toho vyplyva, ze Ly € L.

5. priklad*

Skonstruujme automat, ktory pontika tri ndpoje (Kavu, Caj, Mlieko),
pricom kazdy z nich stoji 30 centov. Automat berie 10 centové a 20 centové
mince, vydavok nevracia. Tlacidlo pre vyber napoja vieme stlacit hocikedy,
ale napoj ndm automat vyda jedine vtedy, ak stlacime tlac¢idlo potom, ako
sme uz vhodili 30 centov.

to t1 to ts tq
STAV 0 | @ | @2 | g q4
VSTUP 10c | 10c | 10c | K A
VYSTUP | ni¢ | ni¢ | ni¢ | ni¢ | ndpoj

Tabulka 1: Spravanie automatu pri vhodeni 3x10c minci a vybere kavy
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to | &1 | to t3
STAV G | @2 | g3 qa
VSTUP 20c | 10c | C A
VYSTUP | ni¢ | ni¢ | ni¢ | ndpoj

Tabulka 2: Spravanie automatu pri vhodeni 20c, 10c a vybere ¢aju

Nakreslite podla tabuliek stavovy diagram pre automat. Ktoré pre-
chody tam musime dokreslit, aby bol deterministicky?

Definujte automat pomocou pétice z prednasky.
Akéa bude podiatocna konfigurdcia pre pripady z tabuliek?
Odsimulujte vypocet pre obe konfiguracie.

Odsimulujte vypocet pre nejaky dalsi pripad. Je to akceptujici alebo
zamietajuci vypocet?

Co by sme museli zmenit v automate, aby vracal vydavok? Co by si
musel automat pamétat a ako to vieme zabezpecit?

Riesenie 5. prikladu

(a)

Pozrime sa najprv na tabulky. V prvej vidime, Ze sme zacali v stave
qo, vhodili 10c, automat este ni¢ nevratil, ale posunul sa do stavu ¢;.
Tam sme opét vhodili 10c, posunuli sme sa do stavu ¢o. ESte raz sme
vhodili 10c, posunuli sa do stavu g3. Tam sme stacili tlacidlo Kava,
automat sa posunul do stavu ¢4 a vydal ndm napoj. V druhej tabulke
sme preskocili stav g1, lebo sme rovno hodili 20c. Ked sa nad tym
zamyslime, zistime, ¢o znamenaji jednotlivé stavy.

Stav g je vstupny (zaciato¢ny), v ktorom este automat neeviduje
ziadne vhodené mince. V stavoch qi,¢o, g3 sa nachidza, ak sme don
uz hodili 10, 20 alebo 30 centov. Napoj vydéva v stave qq, ak sme uz
hodili 30 centov (a teda boli v stave g3) a vybrali si ndpoj. Ak tlacidlo
pre Tubovolny napoj stlacime v inom stave, automat sa neposunie do
iného stavu, kedZe suma vhodenych penazi sa nezmeni. Co ak hodime
viac ako 30 centov? Podla zadania automat ¢aka, kym stlacime tla-
¢idlo s volbou népoja, ¢ize hocijakt sumu nad 30 centov budeme brat
ako 30 centov a stav automatu sa menit nebude.
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10¢, 20c

Obr. 1: Riesenie prikladu 5

Co sa stane, ked uz vydame napoj a stla¢ime opét nejaké iné tlacidlo?
Ak by sa stav automatu nezmenil, stacilo by raz vhodit 30 centov
a mali by sme nekoneéné napoje?, preto sa musime niekam posunt.
Kedze aktualny stav vhodenych minci je 0 centov, posunieme sa do qg.
Co ale ak sme v stave g4, automat ndm vydal napoj a my vhodime 10
centov? Mal by to zaevidovat a teda nas posuniit do stavu ¢;. Rovnako
tak, ak vhodime 20 centov, tak nds posunie do ¢o.

Vysledny automat vidite na obrazku 1.
(b) Definujeme: ¥ = {10¢,20c, K,C, M}, Q@ = {q0,q1,42, 93,94}, pocia-

tofny stav je qo, akceptaény stav je iba jeden, preto F' = {q4} a pre-
chodovu funkciu si mézeme skusit zapisat aj do tabulky.

(c) Pociatoénéd konfigurdcia pre prva tabulku bude (go, 10c¢.10¢.10c.K) a

2¢omu by sa asi prevadzkovatel automatu nepotesil



UTI -

cvicenie 02, 26.2.2025 Mgr. Lucia Budinska, PhD.

60 | 10¢c | 20c | K | C | M
qo | 91 q2 qo | 90 | 90
q1 | 92 a3 a |1 | N
q2 | 43 q3 q | @2 | 92
g3 | 43 q3 q4 | 44 | 44
q4 | 91 q2 qo | 90 | 90

Tabulka 3: Prechodova funkcia

pre druht tabulku (g, 20¢.10¢.C).

Simulaciu vypocétu mbézeme spravit dvomi spdsobmi, bud pouzijeme
prechodovt funkciu, alebo reflexivno tranzitivny uzéver reldcie krok
stroja. Pre kazdu konfiguraciu pouzijem iny, aby sme si ukazali oba.

5(qo,10¢.10¢.10¢.K) = §(q1,10¢.10¢.K) = §(go,10¢.K) = 6(gs, K) =
d(qq, \) Skoncili sme v stave g4, preto je tento vypocet akceptujici.

(q0,20¢.10c.C) Far (g2,10c.C) Fyr= (g3,C) Far (qa, A). Opét sme
skoncili v stave gy, Cize tento vypocet je akceptujuci.

Skiisme vymysliet zamietajtci vipocet a ten odsimulovat. Co ak si
vypytame napoj skor, ako hodime dost penazi? Napr. (qo,20c.M) s
(g2, M) Far (g2, ). Dalsim zamietajiicim vypocétom bude aj situdcia,
ak tam vhodime napr. 50 centov, ale nestla¢ime ziadne tlac¢idlo. Napr.
(qo,20¢.10¢.10c¢.10¢) Fpr (g2, 10¢.10¢.10¢) Far= (g3, 10¢.10¢) Far (g3, 10c)
Far (g3, A).

Nad touto tlohou sa zamyslite. Kolko stavov by sme museli pridat, aby
si automat vedel zapaméatat, ze ma vydat 10, 20, 30... centov? Kedy
by automat mince vydaval?



