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1. priklad

(a) Majme abecedu ¥ = {0,1}. Aké slova dlzky dva nad fiou existuji?
Kolko je nad nou slov dlzky 37

(b) Majme abecedu X = {a,b,c,d}. Kolko slov dlzky dva nad fiou exis-
tuje? Kolko slov ma dlzku maximéalne 57
Riesenie 1. prikladu

(a) Slova dlzky dva st: 00,01,10,11. Na kazdd poziciu v slove mame dve
moznosti, aky znak tam dat. Pri slovach dlzky tri obsadzujeme 3 po-
zicie, preto takychto slov bude 23.

(b) Pri stvorprvkovej abecede mame na kazdd poziciu 4 moznosti. Slov
dlzky dva tak bude 42. Slov dlzky maximélne 5 zistime ako stcet slov
dlzky 0 az 5.

o Jw|=0:{A}1

o |w|=1:{a,b,c,d} 4

e |w| = 2: {aa,ab,ac, ad, bb, ba, be, bd, cc, ca, cb, cd, dd, da, db, dc} 4
e |w| = 3: {aaa,aab...} 43

e |w| = 4: {aaaa, aaab...} 4*

e |w| = 5: {aaaaa, aaaab...} 4°

Vieme to zapisat aj ako:

Viete vyjadrit pocet slov dizky n nad k-prvkovou abecedou?

2. priklad

Méme abecedu %19 = {0,1,2...9}.
(a) Kolko slov nad ¥ dizky 5 existuje?
(b) Kolko z nich st spravne zapisané pétciferné ¢isla v desiatkovej stustave?

)
(¢) Kolko z nich je palindromov (¢itaji sa rovnako sprava aj zlava)?
)

(d) O kolko viac je palindromov dizky 6 ako palindromov s dizkou 57
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Riesenie 2. prikladu

(a) Riesime rovnako v prechddzajicom priklade. Mame 5 pozicii, 10-prvkovi
abecedu, preto slov dlzky 5 nad touto abecedou bude 10°.

(b) Aby slovo bolo spravne zapisané 5-ciferné ¢islo, na prvom mieste ne-
moze byt 0. Preto na prvi poziciu mame iba 9 moznosti na vyber
znaku z abecedy, na vsetky zvysné je tych moznosti 10 (tam uz moze
byt 0). Preto pocet vyjadrime ako: 9.10%.

(¢) Aby bolo slovo dizky 5 palindromom, musi vyzerat takto: XYZYX
(kde X, Y aj Z st nejaké znaky z abecedy, ¢ize napr. 98787, 12021, ale
aj 55555). Cize znak na zaciatku bude aj na konci slova, druhy znak
bude rovnaky ako Stvrty znak, a v strede moze byt hocico. Z toho
vyplyva, ze potrebujeme iba tri znaky, stvrty a piaty doplnime podla
prvych dvoch. Pocet tychto slov preto bude rovny 103,

Preco musime ratat aj moznosti pre Z, ked to moze byt hocico? Keby
sme ich nerétali, tak pre slova ako napr. 12021, 12121, 12321... by sme
zaratali iba jedno. Vidime ale, ze takychto slov, ktoré zacinaja 12 a
koncia 21 je 10.

Co ak by sme cheeli, aby tieto palindromy boli slova podIa (b)? Co by
sa zmenilo v nasom vypocte? Jedine prvy (a teda aj posledny) znak
by nemohol byt 0, ¢ize by sme mali 9 moznosti. Preto vysledok bude
9.10%.

(d) Akym spdsobom vieme zapisat palindromy dizky 67 Ak pouzijeme rov-
naky zapis ako v predoslom bode, tak budt vyzerat takto: XYZZYX.
Vidime, zZe opét vyberame tri znaky, a zvysSné znaky budu rovnaké.
Preto je jasné, ze pocet palindromov dizky 6 bude rovnaky ako pocet
palindromov diiky 5.

3. priklad
Méme abecedu ¥ = {a,b,c,d}.
a) kolko slov nad X dizky 5 za¢ina symbolom a?

(
(

)
b) kolko slov nad ¥ diiky 5 obsahuje prave 2 symboly a?
(¢) kolko slov nad ¥ dizky 5 neobsahuje ziadne a?

)

(d) kolko slov nad X diiky 5 obsahuje neparny pocet a?
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Riesenie 3. prikladu

(a)

(b)

Ak ma slovo zac¢inat symbolom a, potom nam zostavaju iba 4 miesta,
ktoré potrebujeme obsadit. Na kazdé z nich médme 4 moznosti na vyber
znaku, preto takychto slov bude 4%.

Chceme prave dva symboly a. Ako prvé ich preto musime umiestnit.
Vybrat dve miesta z piatich, na ktoré ddme a sa da (g) sposobmi. Na
zvy$né tri miesta vyberame symboly uz iba z {b, c,d}. Mame preto 33
moznosti. Dokopy to je (g).33.

Ak slovo nemé obsahovat ziadne a, pouzivame iba symboly {b,c,d}.
Na kazdu z piatich pozicii mame tri moznosti a vysledok je tak 3°.

Aky poéet 4¢ok moze byt v slove dlzky 5, aby bol neparny? 5, 3 alebo
1. Rozoberme si to po moznostiach.

e Ak mame 1 a: najprv musime vybrat, kam ho umiestnime. Mame
5 moznosti (kedze obsadzujeme 1 miesto z 5, vieme to zapisat
aj ako (‘;’)) Na zvysné 4 pozicie umiestnime nejaké zo zvysnych
symbolov, ¢o ndm déva 3* moznosti.

e Ak mame 3 a: opit najprv vyberieme, kam umiestnime acka. Vy-
berdame tri pozicie z piatich, co je (g) Zvysné dve miesta obsadime
b-¢kom, c-¢kom alebo d-ckom, ¢ize 32.

e Ak mame 5 a: uz ndm nezostali ziadne volné miesta, preto je
takéto slovo iba jedno, konkrétne aaaaa. Vieme to zapisat tak,
ako v predchadzajicich bodoch? Samozrejme. Vyberame 5 pozicii
z5 (g) a na 0 pozicii mame moznost dat tri znaky, ¢ize 3°.

Teraz spocitame jednotlivé pripady: (?).34 + (g).32 + (g).30. To vieme
vyjadrit aj pomocou sumy:

2
3 5 ) g5-(2it)
. 2i+1)°

=0

Vieme pomocou takejto sumy zapisat aj slovd dizky n s neparnym
poc¢tom 4¢ok? Co sa bude menit? No jednak musime zmenit 5 vo vnitri
sumy (aj v kombina¢nom ¢isle, aj v exponente) za n. Pokial vSak pdjde
1?7 Alebo sa moézeme spytat inak, kolko neparnych ¢isel je mensich
alebo rovnych ako n? Ak je n parne, bude to presne polovica. Ak je n
neparne, bude to polovica plus 1, resp. polovica zaokrihlend nahor, ¢o
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je hornd cela cast ¢isla. Kedze ale nasa suma ide od 0, musime odcitat
1. Vysledok vyzera takto:

[n]-1
Z n gn—(2i+1)
= \2i+1

Ako sa zmeni suma, ak pocet 4¢ok bude parny? Zamyslite sa.

4. priklad

Mame slovo abeceda.
(a) Kolko ma prefixov? Kolko z nich je vlastnych?
(i) Kolko prefixov mé slovo dizky n?
(b) Kolko mé sufixov? Kolko z nich je vlastnych?
(i) Kolko sufixov mé slovo dlzky n?
(¢) Kolko mé podslov? Kolko z nich je vlastnych?

(i) Aky je maximalny pocet podslov v slove dlzky n? Pre¢o hovorime
o maximalnom pocte?

(ii) Aky je minimélny pocet podslov v slove dizky n? Néjdite priklad
takého slova dlzky 5.

Riesenie 4. prikladu

(a) Prefixy st vSetky tieto slova: A, a,ab, abe, abec, abece, abeced, abeceda.
Z nich vlastné si vietky okrem A a abeceda. Cize také, ktoré ked zo
slova vezmeme, tak zvysok bude neprazdne slovo.

(i) Pre slovo dlzky n vieme poéet prefixov vyjadrit ako n+ 1. Mame
n pozicii, po ktort berieme prefix (od prvého po posledny znak),
plus prézdne slovo.

(b) Sufixy su vsetky tieto slova: A, abeceda,beceda, eceda, ceda, eda, da, a.
Z nich vlastné st vietky okrem A a abeceda. Cize opit také, ktoré ked
zo slova vezmeme, tak zvysok bude neprazdne slovo.
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(1)

Ich pocet je rovnaky ako pocet prefixov. Pre slovo dfiky n vieme
pocet sufixov vyjadrit ako n + 1. Mame n pozicii, od ktorej be-
rieme sufix (od prvého po posledny znak), plus prazdne slovo.

(¢) Aby sme zistili pocet podslov slova diiky n, pozrime sa na podslova
slova abeceda po jednotlivych dlzkach.

slova dlzky 0: A

slova dfiky 1:a,b, e, c, e, d,a. Tuvidime, ze sa niektoré zopakovali,
Cize toto slovo nebude mat maximélny pocet podslov.

slova dizky 2: ab, be, ec, ce, ed, da
slova dizky 3: abe, bec, ece, ced, eda
slova diiky 4: abec, bece, eced, ceda
slova diiky 5: abece, beced, eceda
slové dizky 6: abeced, beceda

slova diiky 7: abeceda

Vidime, Ze sa ich pocet vzdy znizuje o jedna.

(i)

Pre slové dizky n, tak vieme maximalny pocet podslov vyjadrit

ako
n

1
1+Zz’:1+n(n;)
=1

Preco hovorime o maximalnom pocte? Lebo uz v nasom priklade
sa niektoré podslova opakuju (konkrétne a, e. Mozu byt slova, kde
sa bude opakovat este viac podslov, napriklad abababab = (ab)4.
(Skuste zistit, ktoré podslova sa v tomto slove zopakuji.)

Existujui slova, ktoré budi mat maximéalny pocet podslov. Napr.
slovo abec,auto, ¢i abede f ghijklmnopgrstuvwzyz.

Su aj slova, ktoré maju méalo podslov. Napr. slovo aaaaa = a,

alebo slovo zzzzz. Tie budd mat 6 podslov (A, a,aa, aaa, aaaa,
aaaaa), v pripade slova dlzky n to bude n + 1 podslov. Kolko
bude vlastnych podslov? O dve menej.

5. priklad

Médme abecedu ¥ = {a,b,c,d}.
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(
(

a) Kolko slov w,w € ¥*  |w| < 6, ma prefix ab?

Kolko slov w,w € ¥*, |w| < 6, m4 sufix ab?

(¢) Kolko slov w,w € ¥*, |w| < 6, obsahuje podslovo ab?

)
b)
)
)

(d) Kolko slov w,w € ¥*, |w| < 6, obsahuje podslovo aba?

Riesenie 5. prikladu

(a) Najkratsie také slovo je iba ab, ¢ize 1.

Pre slova dlzky 3 st také slovd 4: ab a za nim ktorykolvek znak z
abecedy.

Pre slové dizky 4 mame po ab dve volné pozicie, ¢ize slov bude 42.
Pre slové dizky 5 to bude 4. A takychto slov dizky 5 bude 44.
Dokopy to je: Z?:o 4

(b) Pocet slov so sufixom ab je rovnako vela ako v (a), zamyslite sa, preco

je to tak.

(c) Slové, ktoré obsahuji podslovo ab si tiez rozoberme po jednotlivych

dizkach.

« Slovo dizky 2 bude 1 (ab).
e Slov dlzky 3 bude viac. Bud bude ab prefix, alebo bude sufix.

Mame tak dve moznosti, kam ab umiestnime a na volné miesto
méme 4 moznosti na vyber znaku. Cize dokopy to je 2.4 moznosti.

Pre slové dizky 4 musime zistit, kolko je moznost{ na umiestnenie
ab v slove — zostani nam este dve prazdne miesta, Cize umiestiu-
jeme ab na jedno miesto z troch. Na zvysné dve miesta mame po
4 moZnostiach, aky znak tam bude. To je (‘;’).42

Co sa ale moze stat? Slovo abab mohlo vzniknit dvakrat. Raz
sme napevno dali ab na zaciatok a zvysné dva znaky sa vygene-
rovali takto, druhykrat sme ab dali napevno nakoniec a prvé dva
znaky sa vygenerovali. Preto od hodnoty vyssie musime od¢itat
1. Vysledok tak je (i’).42 -1

Pre slovd dizky 5 postupujeme rovnako. Teraz umiestiiujeme ab
na jednu zo Styroch moznosti, a na tri miesta lubovolné znaky.
To nadm d4: (11).43.
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Problémom zas bude, ak sa ab v slove vyskytne dvakrat. Zistime
pocet takychto slov. Mame dve ab a eSte nam ostane jedna volna
pozicia. Umiestnime podslova na dve z troch pozicii a na zvysnu
ddme Tubovolny znak z abecedy. Cize takychto slov je (3).41.
Vysledny pocet slov dizky 5 s podslovom ab je preto (111) 43— (g) Al
o Pri slovich dizky 6 mame 5 pozicif, z toho 4 budd Iubovolné
znaky, preto: (?).44.
Problematické slova budu také, kde je dvakrat podslovo ab, ¢o
znamend ze mame 4 pozicie, na dve dame ab a na dve Iubovolny
znak z abecedy. Co je (3).42 slov.
A este je jedno slovo, ktoré musime brat do tvahy, a to slovo
ababab, také je iba 1. Najprv sme ho trikrdt vygenerovali (ab
mohlo byt fixne na jednej z troch pozicii), potom sme ho trikrat
od¢itali (ab mohli byt fixne na dvoch z troch pozicii, ¢o si tiez
tri moznosti), preto ho musime este pricitat.
Vysledok je (9).4% — (5).4% + 1

(d) Aké problémy mézu nastat pri tomto slove? Zamyslite sa a vyrieSte
tento priklad samostatne.

6. priklad*
Méme abecedu ¥ = {a,b, c}.
(a) Kolko slov z ¥* dizky 10 obsahuje najviac 2 a?
(b) Kolko slov z X* dizky 10 obsahuje aspoii 3 b?

(¢) Kolko slov z X* dizky 10 obsahuje najviac 2 a a zaroveii aspoii 3 b?



