Teoretickd informatika (2), 1., 8. a 15.4.2025 Lucia Budinska

1. priklad

(a) Na obrazku sa nachddza NKA M. Aky jazyk (intuitivne) rozoznava?
Prerobte ho na deterministicky.

Riesenie prikladu 1.a

Na to, aby sme zistli, aky jazyk automat rozoznava, sa pozrime do jednot-
livych stavov. V stave 0 skond¢i iba prazdne slovo. Do stavu 1 sa dostaneme
po a alebo b a v stave 1 sa dalej po tychto znakoch aj mozeme cyklit. Skoncia
tu teda slova z jazyka {a,b}*. Do stavu 2 sa vieme dostat iba po a a ¢, a
opéit sa v iom cyklime po tych istych znakoch. Cize slové, ktoré skondia v
tomto stave budu z jazyka {a, c}*. Pre stav 3 to budu slova z jazyka {b,c}*.

Vysledny jazyk by sme preto mohli opisat ako jazyk vsetkych takych
neprazdnych slov w nad abecedou {a, b, c}, v ktorych sa vyskytuji najviac
dva symboly z abecedy, respektive, v ktorych |w|, =0V |w|y, =0V |w|. = 0.
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Preco o tomto automate hovorime ako o nedeterministickom? Pozrime sa
na stav 0. Do ktorého stavu sa posunieme, ak na vstupe prec¢itame a? Mame
dve moznosti — bud sa posunieme do stavu 1 alebo do stavu 2. Rovnako dve
moznosti mame, ak na vstupe prec¢itame b alebo c¢. A ¢o sa stane, ak by sme
boli napriklad v stave 1 a mali by sme este precitat ¢? Takyto prechod v
tomto automate nie je. Moze taka situdcia vobec nastat? Napriklad slovo abc
— vieme takéto slovo celé niekde precitat? Nie, mézeme to preto oznacit ako
mrtvy vypocet, ¢ize vypocet na tomto slove nikde neskonci, takze slovo nie je
z jazyka. Ale ako vieme, kam sa posuntt a ¢i nebola ind moznost, ktora by
skondila v akcepta¢nom stave? Nedeterminizmus si mdzete predstavit dvoma
sposobmi. Predstavte si, ze NKA je vlastne bludisko — stavy si miestnosti a
prechody chodby. Vasim cielom je sa so svojim slovom dostat do miestnosti,
ktora je akceptacnd (akcepta¢ného stavu). Ak sa vam to nepodari, tak vase
slovo nebude z jazyka automatu (nebude spravnym klicom v bludisku).

(a) Ste carodejnik a mate magicki gulu. Vzdy, ked sa mozete vydat
viacerymi cestami (prechodmi), spytate sa magickej gule a ona vam
odporudi tu spravnu. V pripade slova abc by vas napriklad poslala do
miestnosti 1, potom opat do 1 a nakoniec by zistila, ze neméte kam
ist, tak by ste sa zasekli — Cize by ste nevysli z bludiska. Neskondéili ste
v akceptac¢nom stave, takze mate zlé slovo. Pre slovo bbbbbccb by vam
gula odporucila ist do stavu 3, kde by ste aj skonc¢ili a vyhrali — slovo
je z jazyka, ktory rozoznava nas NKA.

(b) Ste Alibaba a méate (aspon) 100 zbojnikov. Ako ich vyuzijete? Vzdy,
ked mate na vyber viacero ciest, kazdou poslete nejakého zbojnika.
Tym zabezpecite, ze vyskisate vSetky moznosti. No ale ako budete
vediet, ze je to vase slovo spravne? Ak aspon jeden zo zbojnikov presiel
po vsetkych pismenach slova (teda sa nikde nezasekol) a skoncil v
akceptacénom stave, tak ste vyhrali a slovo akceptujete.

Vratme sa k nasmu prikladu a sktisme si spisat prechodovu funkciu tohto
automatu do tabulky, aby sme videli, kedy mame viac moznosti na posun.

Tato tabulku budeme potrebovat na to, aby sme vedeli zostrojit DKA,
ktory rozpozna rovnaky jazykﬂ Stavy v prerobenom DKA budeme oznaco-
vat (P), kde P C Q. Takze napriklad: ({0,1}),

!Tabulku nutne nepotrebujete, stavy DKA sa daji urdit aj priamo z nidkresu NKA.
Chcela som, aby ste priamo videli, ¢o sa deje a zo skiisenosti viem, ze pre va¢sinu Studentov
je praca s tabulkou jednoduchsia. Ked zistite, ze vsetko potrebné vidite v diagrame a
vyhovuje vam to viac, nemusite si tabulky s prechodmi pisat.
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Tabulka 1: Prechodova funkcia NKA
a b c

0 {12} | {1,3} | {23}
1] {1} | {1} 0

2| {2} 0 {2}
3] 0 {3r | {3}

e Zacénime vstupnym stavom.Prvy riadok bude takmer rovnaky, ako v
prvej tabulke, ale vSimnite si, Ze pociatocny stav sme uz nazvali ({0}).

o Nésledne do prvého stipca tabulky priddme vietky stavy, do ktorych
sme sa dostali v tomto riadku, ¢ize stavy ({1,2}), ({1,3}), ({2,3}).
Ako zistime, kam sa dostaneme v DKA z tychto stavov? Spravime
zjednotenie prechodov zo stavov, ktoré st uvedené v mnozine. Takze
pre stav ({1,2}) pozerdme do tabulky pre NKA na riadok so stavom
1 a stavom 2 a robime zjednotenie ich prechodov.

o Rovnaky postup pouzijeme pri stavoch ({1,3}) a ({2,3}). V tabulke
nam vznikna dalsie stavy — ({1}), ({2}), ({3}). Pouzijeme tieto riadky
z prvej tabulkyf]

 V tabulke sme sa dostali eSte do jedného stavu — (()). Je aj toto stav? Je
to mnozina? Ano, hoci prazdna, takZe 4no, je to stav. Kam sa z neho
po jednotlivych prechodoch dostaneme? Spét do neho. Prave toto nam
sposobovalo ,zaseknutie” v povodnom automate, preto stav ((}) bude
akoby odpadovy — pojdu tam vSetky prechody, ktoré sa v NKA zasekli,
a vsetky slovd, ktoré sme v NKA neriesili, lebo ndm nevyhovovali.

e Nevznikli ndm ziadne nové stavy, takze prechodova funkcia je kom-
pletné. Kolko stavov bude mat nds DKA? 8. A ktoré z nich budu
akceptacné? Vsetky tie, ktoré obsahuju stavy, ktoré predtym boli ak-
ceptacné.

e Sktusme si ho nakreslit, aby sme videli rozdiel. vidime, ze DKA ma 8
stavov. Ale ani to nie je maximélny pocet stavov, ktory by mat mohol.

e Kolko stavov DKA vie vzniknif podmnozinovou konstrukciou zo 4-
stavového NKA? Tolko, kolko podmnozin vie vzniknit z mnoziny {0, 1, 2, 3}.

2Mohli by ste sa spytat, preco sme ich tam nedali hned. Mohli sme, ale postup, ktory
opisujeme, ndm umozni zostrojovat iba dosiahnutelné stavy. Tj. ak sa do stavu dostaneme
z pociato¢ného, tak ho zostrojime, inak nie.
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Tabulka 2: Prechodova funkcia DKA
a b c

{0p) | {12h | ({1,3}) | ({2,3})
{1.2y) | ({12 | {1 | (2}
{1,3h) | (1) | {1,3h | ({3}

{

2

{2,3h | (2 | ({3 | {23}
{1}) {1y | {1 {0)
{2}) {2}) {0) ({2})
{3}) ©) {30 | {3}
0) ©) 0) {0)

Spomerte si prvé cvicenia a vas vysledok zovseobecnite na n—stavové
automaty.
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2. priklad*

(a) Zostrojte NKA pre jazyk L = {azb | z € {a,b}*}. Nasledne k nemu
zostrojte (pomocou determindcie NKA) DKA.

(b) Zostrojte NKA, ktory rozoznéva jazyk L = {{a,b}*a{a,b}?} a prerobte
ho konstrukciou z prednasky na DKA (vynechajte nedosiahnutelné
stavy).

3. priklad

Zopakujme si tvorbu nedterministickych automatov. Zostrojte NKA pre
jazyky:

(a) Ly = {xba | x € {a,b}*} = {a,b}*{ba}
(b) Ly ={zaby | z,y € {a,b}"} = {a,b}*{ab}{a, b}"

(¢) Ly = L1 ULy = {w = zba V zaby | z,y,z € {a,b}*} = {a,b}*{ba} U
{a,b}*{ab}{a,b}*

Ly a Ly nechdvam na precvicenie a zostrojme rovno NKA pre jazyk Ls.

7 obrazku je zrejmé, ze v stave qq sa precita prefix x resp. z. Prechodom
cez q1 az do g9 prec¢itame podslovo ab a v stave ¢o sa docita sufix y. Stav ¢
tak akceptuje slova z jazyka Lo. Prechodom cez g3 do g4 precitame podslovo
(sufix) ba, ¢ize stav q4 akceptuje slova z jazyka L.

Sktste tento automat previest podmnozinovou konstrukciou na DKA.
Kolko stavov bude mat? Viete pre tieto jazyky vytvorit aj DKA priamo?
Maju viac alebo menej stavov ako automat vytvoreny z NKA?
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4. priklad
Nech A je koneény automat rozpoznavajuci jazyk L — {\}.

(a) Navrhnite a zdévodnite konstrukciu, ktord k danému nedeterminis-
tickému automatu A vytvori nedeterministicky automat A’, taky, Ze
L(A) = L(A’) s nasledujicimi vlastnostami:

(i) ma pociatoény stav gy’

(iii
i

(iv) neexistuje prechod z ¢p’

)

(ii) a jediny akceptacény stav gp’
) neexistuje prechod do qo’
)

(b) Vyuzite konstrukciu z bodu a) na zostrojenie KA pre jazyky L%, LT, L*
LiLo, L1 U Ls.

Riesenie 4. prikladu

Podme sa spolu zamysliet, ¢o znamenaju jednotlivé pravidla. Pravidlo
(i) samé o sebe nehovori ni¢, v automate vzdy méame jeden vstupny stav, ale
v kombin4cii s (iii) vidime, ze budeme musiet vyriesit to, ak sa vraciame do
vstupného stavu. Takze budeme musiet vytvorit novy vstupny stav, z kto-
rého budu prechody iba vychadzat, ale nevratia sa do neho. Ako to budeme
robit? Kym sa dostaneme k vSeobecnému rieseniu, bude jednoduchsie, ak
budeme skusat na priklade. Vyuzime automat pre Ls, ktory sme zostrojili
v prechddzajicom priklade. A podme si na nom ukézat, ¢o bude znamenat
pridanie nového vstupného stavu.

Priddme stav ¢q. Vieme, Ze z neho budu prechody iba vychddzat. Ale
ako? Pozrime na poévodny vstupny stav qp, z neho existuju tri prechody.
Jeden po a do g1, druhy po b do g3, a treti — slucka po a aj b do qg. Tieto
prechody by sme mali zachovat. Takze z ndsho nového vstupného stavu g
p6jdu prechody tak isto. V obréazku znazornené zelenou. Preco sme zachovali
vsetky prechody, nestacil iba prechod do ¢¢? Nie, pozrite na slova ab a ba —
obe st v povodnom automate akceptované, keby sme spravili iba prechod do
qo, neakceptovali by sme ani jedno z tychto slov. Preco je dolezity prechod do
qo? Povedali sme si, Ze tam sa vytvaraja prefixy slova x resp. z, bez prechodu
do go by sme o ne prisli. Takto sme zachovali vSetky moznosti a vsSetky
prechody z nasho nového stavu iba vychadzaji, ziaden donho nevchadza.
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Co s pravidlami (ii) a (iv)? Potrebujeme len jeden akceptacny stav, do
ktorého prechody iba vchadzaju. Vytvorme teda stav qr, ktory bude akcep-
taény. Ako sa do neho dostaneme? Tak isto, ako sme sa dostali do ¢2 alebo
qs. CiZze — 2z g1 po b, z g2 po a aj b, a z g3 po a. V obrazku zniazornené
modrou.

Povodné akceptacné stavy uz nie si akceptacné. Boli vSetky modré pre-
chody potrebné? Ak by sme vynechali prechod z ¢; po b, neakceptovali by
sme slovo ab. Ak by sme vynechali prechod z ¢o, tak by sme zahodili sufixy y.
V pripade stavu g4 do neho isiel iba jeden prechod z g3, ten sme zduplikovali.
Zamyslite sa, ¢i sa teraz nejaky vypocet skonéi v stave gy.

Délezité je uvedomif si, ze my sme prechody iba pridéavali. Tie pévodné,
ktoré nam slazili ako predloha, sme nerusili, v automate zostali. Kedze sa
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jedna o nedeterministicky automat, je v poriadku, ak z jedného stavu ide
viac prechodov po rovnakom symbole abecedy.

Spravili sme si konstrukciu pre konkrétny automat. Ako by sme to zo-
vSeobecnili? Potrebujeme vytvorit postup, ktory sa bude dat aplikovat na
akykolvek NKA. Tak skiisme.

¢ Vezmeme povodny NKA, prechody aj stavy zostand, zrusime iba ozna-
¢enia vstupného a akceptacnych stavov.

o Vytvorime novy vstupny stav ¢(. Prechody z neho zostrojime podla
prechodov z pévodného vstupného stavu. Tj. pre vSetky a € ¥ a vSetky
p € Q kde 0(qo, @) = p, zostrojime prechody d(q, o) = p.

e Vytvorime novy akceptacny stav qp. Prechody do neho zostrojime
podla prechodov do povodnych akceptacnych stavov. Tj. pre vsetky
a € ¥ a pre vsetky ¢, € F (v péovodnom NKA) ak existuje také
qy € Q, ze §(qy, @) = gy, zostrojime prechod 6(gy, ) = qp.

o Stavy nového NKA budi (pévodné) Q U {q), gr}. A mnozina akcep-
tacnych stavov bude obsahovat iba {qr}.

Tato konstrukcia sa zvykne nazyvat ako prasiatkova. Resp. vysledny NKA je
v takzvanom prasiatkovom normalnom tvare. Preco? Pozrite sa na obrazok.

N\

0 A

RieSenie k 4b

Ako vieme tiito konstrukciu pouzif na riesenie podilohy (b)? Skisme si
naértnit rieSenie pre jazyk L? = L; L. Keby sme zobrali prerobeny automat
pre jazyk v predchadzajtcej casti, stac¢ilo by nam ho zduplikovat a dat za
seba. Ako by sme ho spojili? Akceptacny stav prvej képie a vstupny stav
druhej kopie by sme zliéili. Co to spravi? Prva ¢ast slova, ktord bude z jazyka
L, sa precita v prvej kopii automatu a skonéi v stave grp, nasledne sa zacne
¢itat druhd cast slova v druhej képii automatu a preto z gpq prechadzame
priamo domnho a skonéime v gps.

Skuste si premysliet, ako takto skonstruovat dalsie operacie na jazykoch.
Ktoré zostrojit ida a ktoré nie?
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5. Priklad

Nech Ly = {w € {a,b}" | |lw|o mod 2 =1} a Ly = {wb | w € {a,b}*}.
Zostrojte automat, ktory bude rozoznavat jazyk L3 = {zzy | z,y,z €
{a,b}*, 2y € L1 Nz € Lo}

Riesenie 3. prikladu

Zostrojme si automaty pre jazyky L; a Lo. Cierny automat A rozoznava
L1 a modry automat B rozoznava Ls.

Ako teraz zostrojime automat pre L3? Pomo6ze ndm tu prasiatkovy tvar?
Nie tplne, kedZe my sa z ¢ierneho automatu budeme musiet dostat do mod-
rého aj z neakcepta¢ného stavu. Ako ale v modrom automate budeme vediet
odkial sme sa tam dostali? A ako budeme vediet, kde méme pokracovat vo
vypocte na y? Mozno ndm mdze pomdet niekolko kopii kazdého automatu.

Podme postupne. Automat A mé dva stavy, ¢itanie x tak moze skoncit
bud v stave qp alebo g;. Potrebujeme si pamatat, kde sme skondcili ¢itat x,
aby sme dobre vedeli urcit, ¢i zy je z jazyka Li. Pre kazdy stav si preto
vytvorme képiu automatu B. Oznacme si stavy v tychto kopiach tak, aby
sme vedeli, ako sme sa do nich dostali. Vsimnite si, ze sme zatial nemame
ziaden stav oznaceny ako akceptacny, kedze to budeme riesit az v poslednom
kroku.



Teoretickd informatika (2), 1., 8. a 15.4.2025 Lucia Budinska

eIG‘
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a

g{
e g

Ako spravit prechody z automatu A do jednotlivych képii automatu B?
Uz sme naznacili, ze prechod vzdy pdjde z jedného stavu automatu A, a
kedze tymto prechodom péjde uz nové slovo z € Lg, tak sa pozerdme na
prechody zo vstupného stavu automatu B, cize ¢q,.

Vidime, Ze zo stavu gg sme sa po a dostali do gg,. Preco? Ked v automate
B pride na vstup a, dostaneme sa do q,. Ked zas v automate B pride na
vstup b, dostane sa do ¢, preto sme sa z qo dostali po b do qg. Ked sa
na obrazok blizsie pozrieme, uvidime, ze prechody z g1 st rovnaké. Pretoze
tieto (Cervené) prechody su pre podslova y z Lo.

10
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A ¢o dalej? Kedy sa vieme posuntt z automatov B? Iba ak sme precitali
slovo y € Lo, Cize ak skonc¢ime v akceptac¢nom stave g,. Dobre, budeme sa
posuvat iba z qgp a q1p, ale kam a ako? Do prvého automatu? Nie, lebo keby
sme sa dostali spiaf do pévodného automatu, mali by sme zabezpecené, ze
sme precitali podslovo y? Resp. mohlo by sa stat, ze by sme sa do nejakej ko-
pie automatu B nedostali? Mohlo. A tiez by sa mohlo stat to, Ze z pévodného
automatu by sme presli do automatu B, potom sa vratili, a potom opét pre-
8li do automatu B atd? Ano. Rozpoznali by sme takto spravne slova, alebo
aj slova, ktoré do jazyka nepatria? No asi aj také, ktoré nie si korektné.
Takze sa do povodného automatu vratit nemozeme. Preto opat vytvorime
képiu prvého automatu. Bude nam stacit jeden? Ano, kedZe v fiom uz bu-
deme koncit, nebudeme prechadzat nikam dalej, takze si nepotrebujeme nic
paméatat. Aby bolo jasné, Ze ide o képiu, oznacme stavy ¢iarkou.

No a ¢o s prechodmi? Pri ggp vieme, Ze podslovo x sme prestali ¢itat
v stave qo, takze v ¢itani podslova y by sme mali pokracovat od gp. Co to
znamena? Ze sa pozerame na prechody z gj. Ak do g} pride b, ostaneme v
niom. Tj. d(qop, b) = ¢(- A ak tam pride a, posunieme sa do ¢, ¢ize 6(qop, a) =
¢y V obrazku su tieto prechody zndzornené fialovou.

Pri ¢qp vieme, Ze podslovo x sme prestali ¢itat v stave ¢, takze v ¢itani
podslova y by sme mali pokracovat od ¢j. Ak v ¢} ¢itame b, zostaneme v
¢y, preto aj 6(qp,b) = ¢i. Ak v ¢ ¢itame a, presunieme sa do g, preto
d(q1p, a) = q- V obrazku su tieto prechody zndzornené zelenou.

Zelené aj fialové prechody sluzia na citanie podslova y.

11
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Zhrnme si to. Precitali sme podslovo x (prvy automat, na obrazku naj-
vyssie). Preéitali sme podslovo z (v automatoch v strede), to bolo celé z
jazyka Lo, preto sme sa posuvali iba zo stavov qgp a g1p. No a precitali sme
aj podslovo ¥, pricom sme si dali pozor na to, aby xy € Ly. Ktory stav bude
teda akceptacény?

Ur¢ite to bude ¢}. Ale moZe byt aj nejaky iny stav akceptacény? Ked sa
pozrieme na zadanie, zistime, ze z,y, z € {a, b}*, ¢ize mozu byt aj A. Vsetky?
A ¢ Lo, takze z # X. To, ze x = A méme zarucené prechodmi z qg, kde sa
hned méze ¢itat podslovo z. A ¢o ak y = A7 To by znamenalo, Ze skonc¢ime
uz v péovodnom akceptacnom stave niektorej kopie druhého automatu. Ako
zistime ktorej? Musi platit, ze x\ € L1 — x € L. Teda v prvom automate
sme museli skonéit v akceptacnom stave, tj. ¢i. Daldi akceptacny stav tak
bude stav qqp

Vysledny automat:

12
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6. priklad*

Majme jazyky:

e L= {we 0,1} | fuwlo mod 3 = 1}
e L= {we {0,1} | fuwlo mod 3 = 2}
o Ly={we{0,1}* | |w|o mod 3 =0}
L ={w0 | w e {0,1}*}

L,={lw|we{0,1}*}

Vyskusajte zostrojit automaty pre jazyky, ak z,y, z,w € {0,1}*

(a) Lo ==zzy |axy € L1,z € Ly,

13
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b) Ly =xzzy | 2y € Lg,z € Ly

(b)

(¢) Le=xzy|axy € L3,z € L,
(d) Lg=zzy | zy € L,z € L,
() Le =xzy | xy € Lo,z € L3
(f) Ly =zzyw |2y € Ly, 2w € L,
(8) Ly =zzyw | zy € L1, 2w € Ly,
(h) Lp =zzyw | xy € Lo, zw € L3

Kolko képif automatov kazdého typu budete musiet spravit? Co vsetko si
budete musiet paméatat? Budd sa automaty pre L, az L. lisit od automatov
Ly az Lj poctom kopii automatov, a poctom stavov? Ktoré stavy budud
akceptacné?

Zmenia sa vysledné automaty, ak x,y, z,w € {0,1}+?
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