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Léma 3.12

Majme koneény automat A = (Q, %, 6, qo, F') Nech pre z,y € ¥*,z £y :

0(qo, ) = 0(qo,y) = p (1)

pre nejaké p € Q.
Potom pre lubovolné z € ¥* existuje r € @Q také, ze xz € KL[r| aj
yz € KL[r] a plati, zZe:

xz € L(A) & yz € L(A) (2)
Dokaz neregularnosti pomocou Lémy 3.12

e Dokazujeme sporom, takze predpokladame, zZe jazyk L je reguladrny a
teda existuje DKA A, ktory ho rozoznava L = L(A).

e Ak méme kone¢ny automat s n stavmi, tak ak budeme mat ¢o i len o
jedno slovo viac, ako je stavov (n + 1), musia vypocty na aspon dvoch
slovach skoncit v rovnakom stave (Pigeonhole principle).

o Zvolime si nejaki mnozinu slov nad abecedou (nemusia byt z jazyka,
dokonca casto je jednoduchsie, aby z jazyka neboli), ktorych je dosta-
tocne vela (aspon n + 1 pre Iubovolné n), takze napr. 07, a?*... Treba
vysvetlit /ukazat, preco je ich urcite viac ako stavov automatu. Z nich
vyberiete dve slova. Pozor, nie Iubovolné! Treba si uvedomit, ze vy
neviete, ktoré konkrétne dve slova skoncia v rovnakom stave, ale viete,
ze ak ste vytvorili asponi n + 1 slov, tak to mohlo byt lubovolné i-te a
j-te. Preto nevhodné slovd su také, kde pouzivate konstanty a taktiez
také, kde jedno zavisi od druhého napr. 1%, 1% alebo a®, a®**.

e 7Z Lémy 3.12 vieme, ze ak vypocet na slovich u a v skonéi v rovnakom
stave ¢, tak aj vypocty na ux a vx skonéia v jednom stave p, ¢ize slovo
ux patri do jazyka L prave vtedy ked aj slovo vz.

e Slovo x je preto vhodné vybrat tak, aby jedno slovo z dvojice ux, vz
patrilo do jazyka a druhé nie. Stav p by tak mal jedno slovo akceptovat
a druhé nie, to DKA robif nevie. Takze bud ich obe akceptuje alebo nie,
Cize nerozoznava dany jazyk, ¢im sme sa dostali do sporu s tvrdenim,
ze jazyk je regularny.
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1. priklad

Dokézte alebo vyvratte, ze nasledujice jazyky su reguldrne (reguldrny
jazyk je taky jazyk, pre ktory vieme zostrojit koneény automat, ktory ho
bude rozpoznévat).

(a) Ly ={0"1" | ne N}

(b) Lo ={w#w|w € {a,b}"}; ¥ = {a,b,#}
() Lz = {ww" | w € {a,b}*}

Ly={ww | w e {a,b}"}

(e) Ls = {4wlo =2w] |w € {0,1}"}

(£)* Le = {a®" | n € N}

(8) Lr={a" |neN}

(h)* Lg ={0"1™ | n,m € N,n > m}

Riesenie prikladu la

Co znamen4, 7e je jazyk regularny? Ze vieme zostrojit koneény stavovy
automat, ktory bude tento jazyk rozpoznavat. Ak je jazyk nereguldarny, ta-
kyto automat zostrojif nevieme. Zamyslime sa, ¢i budeme vediet zostrojit
automat pre jazyk L. Co by sme si museli paméitat?

Najprv by sme potrebovali mat stavy, v ktorych si pamétame, kolko nul
sme precitali. Potom, z kazdého takéhoto stavu by sme isli do stavov, v
ktorych by sme si pocitali pocet jednotiek. Je ale mozné takyto automat
zostrojit pre n € N? Vieme povedat, aky by bol najvicsi pocet nil a jedno-
tiek? Nekonecno. Nas automat mé vsak iba koneény pocet stavov, ¢ize tento
jazyk nevie rozoznavaf, a preto je neregularny.

Dokézme to sporom, ¢ize dokazujeme opacéné tvrdenie a to, Ze jazyk L je
regularny. Potom, pre takyto jazyk vieme zostrojit deterministicky automat
A, ktory mé koneény pocet stavov, ¢ize || = m. Pre kazdy deterministicky
automat plati léma 3.12, ktora hovori, ze ak dve slova skoncia v rovnakom
stave a priretazime k nim obom rovnaké slovo, tak obe tieto nové slova bud
budi z jazyka L(A), alebo nebudi z L(A).

Kedy dve slova urcite skoncia v rovnakom stave? Ak ich je viac, ako
stavov. Vyberme teda takt mnozinu slov, ktora bude aspon o jedna vicsia,
ako pocet stavov m. Nech st to slova tvaru 0%, kde 1 < k < m+ 1. Vyberme
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z nich dve rozne, ktoré skoncia v rovnakom stave. Nevieme povedat, ktoré
presne to budi, preto budeme pouzivat premenné. Kedze nebudi rovnaké,
jedno bude dlhsie ako druhé.

Nech 6(qo, 07) = 8(go,07), kde 1 < i < j <m+ 1.

Potom z Lémy 3.12 vyplyva, ze 0°z € L(A) < 072 € L(A), pre kazdé z €
¥* (pretoze ak sme pri ¢itani 0° a 07 skonéili v rovnakom stave, ked z tohto
stavu zacneme c¢itat z, vieme skoncit iba v jednom stave, ¢ize S(Q0,0iZ) =
B (go,072). A ak obe skon¢ia v rovnakom stave a jedno by bolo z jazyka a
druhé nie, vedeli by sme o tomto stave povedat, ¢ je akceptacny?).

Teraz si musime zvolif 2z tak, aby jedno slovo bolo z jazyka L a druhé
nie, tak ziskame spor s tvrdenim, Ze jazyk je regularny. Ako vyzerajui slova z
jazyka? Maju niekolko nul a po nich rovnaky pocet jednotiek. Zvolme preto
z = 1. Potom:

o 01" € L(A)

e V1" ¢ L(A), kedze i < j, ¢ize v tomto slove bude viac nil ako jedno-
tiek.

Dostali sme sa do sporu s tvrdenim, ze jazyk L je regularny, plati preto
poévodné tvrdenie — jazyk L je neregularny.

Zamyslite sa, ¢i aj jazyk L = {0"1" | 0 < n < 2021} je nereguldrny,
alebo pren vieme zostrojit automat, ktory ho bude rozpoznavat.

Riesenie prikladu 1b

Dokazujeme sporom. T.j. dokazujeme tvrdenie, ze jazyk L = {w#w | w €
{a,b}*}; ¥ = {a,b,#} je regularny. Potom musi existovat automat A =
{Q,%,9,qo, F'}, pre ktory plati ze L(A) = L. Nech pocet stav tohto (koneé-
ného) automatu je n.

3 n+1
yeeey

Ked vezmeme slova a, a?, a a™t! tak potom! musia aspori dve slova
skon¢it v rovnakom stave, ¢ize 6(qo,x) = 6(qo,y)-

Nech z = a ay = a, pricom 1 <i < j<n+1
dve rozne slova z postupnosti vyssie?.) Cize 6(qo,a’) =

Su to teda nejaké

-
5(qo,a’). A z Lémy

'z Pigeonhole principle

2Castou chybou je, ze vyberiete nejaké konkrétne slovi. To spravit nemézeme, lebo
nevieme, ktoré z nich skoncia v rovnakom stave. Preto ich musime zapisat takto vseobec-
nejsie a davat pritom pozor, aby sme zarucili, ze tie slovd budid rézne a z mnoziny vicsej
ako je pocet stavov automatu.
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3.12 vieme, ze potom plati a/z € L(A) < a'z € L(A) (pretoze 6(qo,a’z) =
d(qo, a'z)).
Zvolme si z = #a'. Takze 3((]0, a/#a') = S(qo,ai#ai).

o d/#a' ¢ L(A), pretoze i < j
o a'#ta’ € L(A)

Dostali sme sa do sporu. Preto plati povodné tvrdenie a jazyk L nie je
regularny.

Mohli by ste sa pytat, pre¢o sme zvolili a*,a’ a nikde v slove sa nena-
chadza b. Je na nas, akii mnozinu slov si zvolime, nemusime pouzit vSetky
znaky abecedy, ale na konci potrebujeme dostat spor — ¢ize ak k nasim slo-
vam priretazime nejaké iné slovo, jedno bude z pévodného jazyka a druhé
nie. Co okrem #a’ by sme mohli k slovam este priretazit, aby sme sa dostali
do sporu? Napriklad b3#a'b®, ba#a'ba... Cize to, ¢o ddme pred mriezku,
zopakujeme aj za nou.

Co by sa stalo, ak by sme priretazili #a’? Dostali by sme spor? Ano,
kedze slovo a’#a’ € L(A), ale a'#ta’ ¢ L(A).

Riesenie prikladu 1d

Jazyk nie je regularny. Dokazujeme sporom. T.j. dokazujeme tvrdenie, ze
jazyk L = {ww | w € {a,b}*} je reguldrny. Potom musi existovat automat
A ={Q,%,0,q0, F}, pre ktory plati ze L(A) = L. Nech pocet stav tohto
(kone¢ného) automatu je n.

Ked vezmeme slové a,a?,a,...,a" !, tak potom musia aspon dve slova
skonc¢it v rovnakom stave, ¢ize Jx,y € X*, 3((10, x) = 3(q0, Y)-

Nech z = a’ a y = o/, pricom 1 < i < j < n + 1. Cize z Lémy 3.12
5(qo, a’) = 6(qo, ) = 6(qo, a’z) = 6(qo, a’z), pre kazdé z € T

Ako si zvolit 22 Mozno vdm intuitivne napadne, Ze ved staci zvolit a* alebo
al. To ale nie je sprdvne. Preco? Aké slovd tvaru o* budeme vediet zapisat
ako ww? Jednoducho slovo rozdelime na polovice, teda ww = a¥/2a*/2, a
to vieme spravit iba vtedy, ak k bude pdrne. Co vieme povedat o dizke slov
a‘a? a alal ? Dizka prvého bude i+ 7, o com nevieme povedat nic viac. DiZka
druhého bude © + i = 21, ciZe pdrna. Vieme, Ze druhé slovo urcite budeme
mact rozdelit na dve rovnaké za sebou idice casti (ww). Vieme s urcitostou
povedat, Ze i + j bude pdrne alebo nepdrne? Nie, takzZe toto je nesprdvne z.

Teraz by ste si mohli povedat, Ze ved tak upravime slovd, aby ndm to
vyslo. Napriklad pri a® a a™t' by sme vedeli povedat cosi o pdrnosti dizky
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druhého slova. Ale aj toto je mnesprdavne. Preco? No lebo nami vybraté slovd
nemoézu zdvisiet jedno od druhého.

Vrdtme sa preto k pévodnym slovdm a hladajme iné z. Co ndm pomohlo
v priklade 4b? Ze sme vedeli lahko urcit oddelenie slov pomocou mriezky #.
Vieme tu pouzit nieco iné, co by slizilo rovnako? Mdme okrem a esSte nieco
v abecede? No predsa b.

Zvolme si z = ba'b. Potom (qo, a’ba’b) = 6(qo, a’ba’b).
e a/ba’b ¢ L(A), pretoze a’b # a'b
o a'ba’b € L(A)

Dospeli sme k sporu (bud akceptujeme obe slové, ¢ize aj slovo, ktoré nie
je z jazyka, alebo neakceptujeme ziadne z tychto slov a teda ani slovo, ktoré
patri do jazyka), dany automat nerozoznava jazyk L. Plati preto pévodné
tvrdenie. Jazyk L nie je regularny.

Riesenie prikladu 1le

Dokazujeme sporom. T.j. dokazujeme tvrdenie, ze jazyk L = {w €
{0,1}* | 4lw|o = 2|w|1} je regularny. Potom musi existovat automat A =
{Q, %, 4, qo, F'}, pre ktory plati ze L(A) = L. Nech pocet stav tohto (konec-
ného) automatu je n.

Teraz sa zamyslime, aké slovd patria do jazyka L. Velmi castou chybou
je predpoklad, Ze w = 0*12 € L. Lahko ukdZeme, Ze to nie je pravda: 4|w|y =
410*12)g = 16 a 2|w|; = 2|0*12|; =4 a 4 # 16.

Sprdvne tam budi patrit napriklad slovd 021*, alebo 0*18. Vseobecne za-
pisané 0414, (Toto, samozrejme, nie si vsetky slovd z jazyka, vijraz vieme
zjednodusit 3, nuly a jednotky vieme vymenit, ale aj dat cez seba. Pri do-
kazovani (ne)requldrnosti vsak staci vybrat nejakid podmmnozinu jazyka, ktord
je aspomn o jedna vdcsia ako pocet stavov automatu. Lebo ak pre nejaki pod-
mnozinu jazyka L ukdZete, Ze sa nedd zostrojit automat, ktory by rozpozndval
jazyk L (pozor, jazyk, nie ti danid podmnoZinu), tak ho zjavne nezostrojime
ani pre zvysné slovd.)

Ak si vyberieme slova 02,0%, .., 027,020+ hude ich viac ako stavov,
preto nejaké dve slovd budd musiet skoncit v rovnakom stave d(qo,z) =

A

(qo,y)-

3Bude spravne aj 071217
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Nech z = 0%,y = 0%, kde 1 < i < j < n. Potom z Lémy 3.12 plati pre
Tubovolné z ze 6(qo, 0%2) = 6(qo, 0% 2).
Zvolme z = 1%, Cize 6(qo, 0%'1%") = (g, 0%1%").

e 0%21% ¢ L(A), lebo 4 .2i =8i =2 .4i

e 0%1% ¢ L(A), lebo 4 . 2j = 8j a 2 . 4i = 8. KedZe i < j, potom
8j > 8i.

Dospeli sme k sporu, plati preto pévodné tvrdenie. Jazyk L nie je regu-
larny.

Riesenie prikladu 1g

Predpokladajme, ze jazyk L je regularny. Potom vieme zostrojit automat,
ktory ho rozpoznava, a mé k stavov. Ak budeme mat (aspon) k + 1 slov,
aspon dve slova musia skon¢it v rovnakom stave.

Majme slova tvaru a®™t1, kde m € N. Vidime, ze pocet takychto slov
je nekonecny, preto ich urcite bude viac ako k. Nech 1 <i < j<k+1a
S(QO, a2i+1) — S(QO, a2j+1)

Potom musi platif aj 3(610, a?tlz) = g(qo, a®*1z) pre akékolvek z € ¥*
(z Lémy 3.12).

Zvolme si # = a/°. Musi teda platit: a2’ € L(4) < a¥tad” €
L(A)

Upravime a211q3* = ¢7°+27+1 = q(+1D? & uréite patri do jazyka L

. 42 42 . . , o , . .2
241077 = 7" +2*1 Vidime, Ze toto slovo mé viac a ako a’", a
2

Upravme a
z podmienky, Ze i je mensie ako j, vieme aj, Ze to bude menej ako v al*1

Medzi a/” a aU+D? sa nenachadza 7iadna iné druhd mocnina prirodze-
ného &isla, preto uréite af*+21 ¢ L.

Dospeli sme tak do sporu s tvrdenim, ze automat rozoznava dany jazyk.
V rovnakom stave skoncilo slovo z jazyka, aj slovo, ktoré do jazyka nepatri,
takze automat nerozozndva spravne jazyk L. A teda jazyk L nie je regularny.



