Teoretickd informatika (2), 11.3.2025 Lucia Budinska

1. priklad

Aky jazyk rozpozndva automat na obrazku? Dokézte to.

1

Idea riesenia 1. prikladu

Sktsme zistit, aky jazyk rozozndva dany automat. V stave qp skonci
urc¢ite prazdne slovo. Kolko jednotiek bude obsahovat slovo, ktoré skonci v
qo? Vieme sa tam dostat cez stav ¢p, pricom na ceste g9 —> q1 — go bude
vzdy parny pocet jednotiek, hocikolkokrat tuto cestu zopakujeme. MoZeme
prejst az do g2, ale vSimnime si, Ze ¢i sa do gy vratime zo stavu g3 alebo ¢,
vzdy prejdeme po parnom pocte jednotiek (jednou vychddzame a druhou
vchadzame). Rovnako to je pre go s nulami — bud pojdeme do g3 a spéf,
¢o vzdy da parny pocet nil, alebo péjdeme cez stav g a opat budeme
potrebovat parny pocet nul. V stave qg by tak mali koncit slova, ktoré maju
parny pocet nil a parny pocet jednotiek. To vieme zapisat ako K L[gg] =
{w | |w|p mod 2 =0 A |w|; mod 2 =0}

Ako sa vieme dostat do ¢;?7 Bud priamo z gg a na ceste prec¢itame jednu
jednotku, alebo pojdeme cez g3 a na ceste precitame jednu jednotku a dve
nuly. Hocijaky iny okruh, ktory z ¢; spravime, bude obsahovat parny pocet
nul aj jednotiek. To spocitané s tymi, ktoré sme spravili pri prvom prechode
do ¢ ndm déva neparny pocet jednotiek a parny pocet nil. Cize: K L[q] =
{w | |[w]o mod 2 =0 A |w|; mod 2 =1}.

Do ¢3 sa vieme dostat priamo z gg po jednej nule, alebo cez zvysné stavy
po dvoch jednotkéach a jednej nule. Tiez tu plati to, ¢o v predchiadzajicich
stavoch, ak z g3 p6jdeme do iného stavu a spéit, pre¢itame parny pocet nul
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a/alebo parny pocet jednotiek. Z toho vyplyva, ze v tomto stave skonéia

slovd, ktoré maju neparny pocet nil a parny pocet jednotiek. K L[gs] =
{w | Jw|p mod 2 =1 A |w|1 mod 2 = 0}.

A ¢o stav ¢»7 Ked sa pozrieme na KL triedy zvys$nych stavov, vidime
ze nam chybaju este slova, ktoré maji neparny pocet ndl a neparny pocet
jednotiek. Skontrolujme. Do ¢ sa vieme dostat cez ¢; precitanim jednej
jednotky a jednej nuly, alebo cez g3 tiez precitanim jednej nuly a jednej
jednotky. Takze K L[ga] = {w | |w|op mod 2 =1 A |w|; mod 2 = 1}.

Z toho vyplyva, ze L(M) = {w | |w|p mod 2 =0 A |w|; mod 2 = 1}.

Dokazte, ze to plati.

2. priklad

Zostrojte DKA, ktory rozoznava jazyk L a dokézte jeho spravnost/dokézte,
ze ste zostrojili automat s minimalnym poc¢tom stavov.

(a) L1 = {az |z € {a,b}*}
(

)
b) Ly = {1,00,01}; Ly C {0,1}*
(¢) L3 ={awb|w € {a,b}*}.

)

(d) Ly = {w]||wl, mod 2 =1;w € {a,b,c}*}

3. priklad
(a)* Zostrojte automat pre jazyk L = {azb |z € {a,b}*}.

(i) Dokézte jeho spravnost a urcite KL triedy.

(ii) Aky minimélny pocet stavov musi mat? Dokéazte.
(b) Pozrite sa na automat A na obrazku a:

(i) zistite, aky jazyk rozoznéva,

(ii) urcite KL triedy vsetkych stavov,

(iii) dokazte, ze automat rozoznévajici jazyk na obrazku musi mat
aspon tri stavy.
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4. priklad
Vieme pre nasledujice jazyky zostrojit automat?
(a) Ly ={0"1"|n € N}
(b) Ly = {wtw | we {a,b}}; S = {a,b, #)
(¢) Lz ={ww!|we {a,b}*}
Skuste zostrojit automat pre tieto jazyky, ako bude platit, ze |w| < 3

resp. n < 3.

5. priklad*

Na obrazku je automat, ktory rozpoznéava slovd nad abecedou {0,1},
ktoré koncia 6nakom 1. Dokazme to.

Riesenie 5. prikladu

V stave qg skoncia slovda, ktoré koncia znakom 0 a v stave g; skoncia
slovd, ktoré koncia znakom 1. Zapisme to formalne:

o KL[go]={\w0|weX*}

e KLlg] = {wl | we 57}
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Toto bude nasou hypotézou, ktortt budeme overovat pomocou matematickej
indukcie (MI). *

Baza indukcie Spravime vypocet na automate pre slova dizky 0 a vys-
sie, pokial sa nedostaneme do vsetkych stavov.

o slovd dizky 0: 5(go, ) = g0 = X € KL[qo].

o slovd diky 1:

S

(q0,0) =qo — 0e KL[qo].
— 5o, 1) =q = 1€ KL[q].

Obe slova 0 a 1 vieme napisat ako A0 a A1, ¢ize je zrejmé, ze patria do KL
tried stavov, v ktorych skoncili. Dostali sme sa do vsetkych stavov, béza
indukcie je preto kompletna.

Indukény predpoklad: Predpokladame, Ze hypotéza plati pre vsetky
slovd dlzky k,k < 1. Alebo zapisané inak: slovd w € ¥*, kde |w| = k,k < 1
(kedZe platnost hypotézy pre slova tychto dlzok sme dokazali v baze).

Indukény krok: Ak dokézeme, Ze nasa hypotéza plati pre vSetky slova
dizky k + 1, kde k > 1, dokédzeme vSeobecnt platnost nasej hypotézy. Slova
tejto dizky vieme zapisat ako z = wa, kde w € ¥*,|w| =kaa e . O w
mozu platit dve veci - bud bude koncit 0 alebo bude koncif 1. Musime ich
obe rozobraf.

o w konéi 0, takze z IP vieme, Ze patri do K L[qy]. Teraz ndm opét
vznikni dva pripady - a = 0 alebo a = 1.
— 8(qo, w0) = 6(8(qo, w),0) = 6(qo,0) = go. Slovo w0 kon& nulou,
takze splia nasu hypotézu, ze z0 € K L[qp].

— 0(q0,wl) = 0(d(go,w), 1) = d(qo,1) = ¢q1. Slovo w1 konéi jednot-

Pl

kou, takze splna nasu hypotézu, ze wl € K L|q].

'Eéte predtym sa ale musime zamysliet, &i (1) KL triedy st vzajomne disjunktné (zjavne
slovo nevie kon¢it aj 0 aj 1, takze si), ¢i (2) kazdé slovo nad abecedou patri do prave jednej
KL triedy (mdme tam priamo spomenuté aj prazdne slovo, zvy$né slovd nad abecedou
3 = {0,1} vieme jednoznacne zaradif do jednej KL triedy), ¢i (3) zjednotenie vSetkych
KL tried bude obsahovat vSetky slovd z X* (zjavne 4no), a ¢i (4) zjednotenie KL tried
akceptacnych stavov dé jazyk, ktory méd automat rozoznat (mdme len jeden akceptacny
stav, takze 4no).
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o w konéi 1, takze z IP vieme, Ze patri do K L[q1]. Teraz ndm opét
vznikna dva pripady - a = 0 alebo a = 1.

— 0(qo, w0) = 6(6(go, w),0) = 6(q1,0) = go. Slovo w0 koné nulou,

-

takze spliia nasu hypotézu, ze z0 € K L[qp)].
— 8(qo, wl) = 6(8(qo,w),1) = 6(q1,1) = q1. Slovo w1 koné jednot-

Pl

kou, takze splna nasu hypotézu, ze wl € K L[q].

Dokézali sme platnost nasej hypotézy. Cize sme dokézali platnost KL tried,
a teda aj to, Ze jazyk rozpoznava slova konciace 1 (tj. slova, ktoré skondia v
stave ¢1, ¢omu zodpovedd K L[q1]).

6. priklad*
Pozrite sa na automat A na obrazku a:
(a) zistite, aky jazyk rozozndva,
(b) urcite KL triedy vsetkych stavov,

(c) dokéazte, ze automat rozoznavajuci jazyk na obrazku musi mat aspon
tri stavy.

Riesenie prikladu 6
Podme postupne po podilohéach.
(i) Ako zistit, aky jazyk automat rozozniva? Skusme si vypisat niekolko

slov, ktoré skoncia v akcepta¢nom stave.

St to napriklad slovéa: 01,101,1101,0001,1001,0101.... Co maju tieto
slova spolo¢né? Vsetky z nich maju sufix 01. Ale budt ho mat vsetky
slovd, ktoré skoncia v go?
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Pozrime sa, ako sa do g2 vieme dostaf. Jediny prechod, ktory v ¢o
konci, je prechod z g1 po 1. Takze slova urcite budu koncit 1. Do ¢; sa
zas vieme dostat iba po 0 a to zo vSetkych troch stavov. Takze ano,
vsetky slova konciace v g2 musia obsahovat na konci 01. Najkratsie
akceptované slovo je prave 01, vysledny jazyk mézeme zapisat ako:

L(A) = {w0l | w € {0,1}*}

Mame jazyk, takze mame aj K L[g2], podme zistit zvy$né dve. Je
vhodné zachovavat rovnaky zapis tried, preto sa pri stavoch gy a ¢
zamyslime, aky sufix budi mat slova, ktoré v nich skoncia.

Jednoduchsi je asi stav g1, lebo donho vedie iba jeden prechod a to
z qo po 0. Takze v ¢ skoncia slovd so sufixom 0. Je tdto mnozina
disjunktnd s K L[go] ¢ize L(A)? Ano. ZapiSme ju.

KL[g1] = {w0 [ w € {0,1}"}

No a ¢o so stavom ¢p? Vieme, ze tam skonci A, slova z {1}*, no ale aj
také, ¢o prejdu vSetkymi stavmi a z g2 sa vratia po 1. Najjednoduchsie
by bolo povedat, Ze st to slova so sufixom 1, ale bola by takato mnozina
disjunktnd s K L[g2]? Alebo inak — existuje slovo, ktoré mé aj sufix 01,
aj 17 Samozrejme, napriklad najkratsie také slovo 01. Takze zjavne
tieto mnoziny disjunktné nie st.

Cim budt konéit slova, ktoré sa do gy dostant z ¢2? 1 a pred fou moze
byt iba 1, kedze to je jediny prechod do g9, takze tieto slova budi mat
sufix 11. Zapisme to vsetko.

KL[g]={ }U{1"|ne N} U{wll | w € {0,1}*}

Vieme tento zapis zjednodusit? Ktoré slova z prvych dvoch jazykov
nepokryva posledny jazyk? Iba A, 1. Takze to upravime a napiSeme
vSetky KL triedy:

KL[g] ={\ 1;wll | w e {0,1}*}
KL[q] ={w0 | w e {0,1}"}
KL[g] = {w0l | w € {0,1}*}
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(iii) Mame dokazat, ze automat rozoznavajuci tento jazyk musi mat aspon
tri stavy. Dokazujeme sporom, t. j. predpokladame, ze automat moze
mat aj menej ako tri stavy. (Co to znamena? Ze vieme nejaké dva
stavy zlucit. Podme ukazat, ze to nejde.)

7 kazdej KL triedy si zvolme Iubovolné slovo, napriklad 011,00, 101.
Pre kazdu dvojicu ideme zistit, ¢i mézu skoncit v rovnakom stave.

(i)

(iii)

Nech 6(go,011) = 4(qo,00). Potom, z Lémy 3.12 musi platit, ze
ked k nim pridame hocijaké slovo, oba skoné¢ia v rovnakom stave,
a teda bud obe slova budt z jazyka alebo obe slova nebudu z
jazyka. Cize 0(qo,011z) = d(qo,00z), 011z € L(A) «= 00z €
L(A).

Aby sme ukéazali, ze tieto slovd nemdzu skoncit v jednom stave,
hladédme z, ktoré tito rovnost porusi. Existuje také?

Skiisme napriklad iba jednoduché slovo 1. §(go, 0111) = §(go, 001).
Vidime, ze 0111 ¢ L(A) ale 001 € L(A). Z toho vyplyva, zZe slova
011 a 00 nemozu skonéit v jednom stave a preto nevieme zlicit
stavy qo a q1.

Nech 6(go,011) = d(go,101). Tu vidime, Ze uz toto tvrdenie ne-
moze platit, kedze 011 ¢ L(A) ale 101 € L(A). Tieto slovd ne-
mozu skoncit v rovnakom stave (t.j. nevieme zlucit stavy qo a
q2.)

Posledné kombindcia: nech 3((]0,00) = 3((10, 101). Opét neplati
priamo toto tvrdenie, pretoze 00 ¢ L(A) ale 101 € L(A). Tieto
slova tak nemdzu skoncit v rovnakom stave (t.j. nevieme zluéit
stavy q1 a ¢2.)

Dospeli sme k sporu s tvrdenim, ze automat moéze maf menej ako
tri stavy, takze plati povodné tvrdenie. Automat rozoznavajuci jazyk
L(A) ={w01 | w € {0,1}*} musi mat aspon 3 stavy.

Poznamky

KL triedy

e Musime zadefinovat KL pre kazdy stav automatu.

e Zjednotenie KL tried pre vSetky stavy sa musi rovnat X*.
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Zjednotenie KL tried pre akceptacné stavy sa musi rovnat jazyku,
ktory automat rozoznava.

Teda - kazdé slovo nad abecedou musi patrit do nejakej KL triedy,
a kazdé slovo z jazyka, ktory automat rozoznava, musi patrit do KL
triedy jedného z akceptacnych stavov.

Prienik akychkolvek dvoch KL tried je prazdna mnozina - t.j. KL
triedy st disjunktné mnoziny.

MI pre automat

Najprv si zadefinujeme KL triedy pre vSetky stavy, to bude nasa hy-
potéza (overte si vSetko, ¢o musi platit o KL triedach).

V béze postupne na slovach diiky 0, 1... zistujeme, kde jednotlivé slova
v automate skoncia, a ¢i naozaj patria do KL triedy daného stavu.
Dokazujeme po takt dlzku slov, kym v baze nepokryjeme vsetky stavy.

Indukény predpoklad je, Ze nds automat spravne rozoznava slova dlzky
k < z, kde z je (konkrétna) dlzka najdlhsieho slova z béazy. w, |w| =
k.k<ax.

Indukény krok - dokazujeme pre slova dizky k + 1. z = wa, |z| =
k+1,a€X.

Dokazujeme pre vsetky KL triedy, do ktorych méze patrit w a pre
kazdu triedu este pre kazdy symbol z abecedy, ktoré k nemu vieme
"prilepit", aby sme mali slovo z.

Treba si uvedomit, ze slovo w nielen konci v stave ¢;, ale mé aj vlast-
nosti K L[g;]. Tie vyuzijeme v IK a pre kazdi moznost ukdzeme, ze ak
k slovu w s nejakymi vlastnostami priddme symbol a, slovo z skonéi v
stave ¢; a aj vlastnostami bude patrit do triedy K L[qg;].

Castou chybou je, zZe iba piSete, ¢o by malo pre dané slovo platit, ale
nekontrolujete si, ¢i to aj naozaj plati. Potom si nendjdete chyby, ¢i
neuvedomite, ze ste na nejakd moznost pri definovani KL tried za-
budli. Takze si to vzdy overte, pri zlozitejsich triedach mozete zacat
na konkrétnych prikladoch, snazte sa ale dostat k vSeobecnému opisu.

Dokaz minimalneho poctu stavov pre automat:

Z kazdej KL triedy (pre kazdy stav) si zvolime jedno slovo, ktoré do
nej patri.
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e Dokazujeme sporom: Automat moéze mat aj menej ako n stavov.

e Vyuzijeme Lému 3.12. Pre kazdu dvojicu slov zistujeme, ¢i mézu skon-
¢it v rovnakom stave. Mézu nastat dva pripady:

i) jedno slovo do jazyka patri a druhé nie, takze priamo sme doké-
zali, ze nemdzu skoncit v rovnakom stave,

ii) alebo po ,,prilepeni” vhodného sufixu bude jedno slovo patrit do
jazyka, ale druhé nie.

+ Ked ndm pre vSetky dvojice (tj. pre (3) kombindcii) vyjde, Ze slova
nemozu skoncif v rovnakom stave, dospeli sme k sporu s tvrdenim a
teda plati povodné tvrdenie Automat musi mat asport n stavov.

o Ak ndhodou vyjde, ze nejaké dve slovd by mohli skonéit v rovnakom
stave, skuste automat prerobif - mozno méze byt aj mensi ako ste si
povodne mysleli :).

Modularna konstrukcia

e Najprv treba zostrojit oba automaty, z ktorych budeme skladat vy-
sledny.

e Potom dokézat spravnost oboch automatov —t.j. zZe rozoznavajua jazyk,
ktory maju.

o Ked sme to dokazali, spravime moduldrnu konstrukciu (simuldciu).
Budeme potrebovat n x m stavov, ak n je pocet stavov jedného auto-
matu a m je pocet stavov druhého. Odporicam nové stavy indexovat
kombinaciou indexov z povodnych automatov.

e Vstupnym stavom bude taky stav, ktory bol v oboch automatoch
vstupny.

e Kam ide prechod zo stavu g;; po znaku e zistime tak, Ze sa najprv po-
zrieme, kam sa dostaneme zo stavu ¢; po e v prvom automate (napr. do
stavu i) a potom kam sa dostaneme zo stavu g; po e v druhom auto-
mate (napr. do stavu ¢;). Kombinéciou vysledkov dostaneme vysledny

stav (qkl).
o Akceptacné stavy budu:

a) Ak robime prienik automatov, tak véetky ktoré su akceptacné
p p
pre oba automaty.
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(b) Ak robime zjednotenie automatov, tak vsetky, ktoré su akcep-
tacné aspon pre jeden automat.

(¢) Ak robime rozdiel automatov, tak vsetky, pre ktoré je prvy ak-
ceptacny a druhy nie.

e Vysledny automat uz dokazovat nemusime.
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