UTI - cvicenie 05, 16. a 17.3.2021 Lucia Budinska

1. priklad

Na obrazku sa nachadzaji 4 automaty rozoznavajice rézne jazyky. Pre
kazdy z nich zistite, aky jazyk rozoznava a urcite KL mnoziny vsetkych
stavov. Co znézornuju dolné indexy stavov v ¢iernom a ¢ervenom automate?

Riesenie prikladu 1

Vsetky Styri automaty pracuji nad abecedou ¥ = {0,1}.
(a) Cierny automat rozoznava jazyk Lygex = {w € ¥* | |w|o mod 3 = 1}
o KL[g] ={\ weX*||wlpmod3=0}

o KL[g1] ={w e X* | |w|p mod3 =1}
o KL[gp] ={w € X* | |w|p mod 3 =2}
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(b) Modry automat rozoznava jazyk Ly,e = {w € X* | |w|g mod 3 = 2}

o KL[g] ={X\ we X | |wlpmod3 =0}
e KL[q] = {w e | |w|g mod 3 =2}
o KL[g] ={we X" | |w|omod3 =1}

(c) Cerveny automat rozoznéva jazyk Lyeq = {w € ¥* | |w|; mod 3 =
1}
o KL[go] = {)\; we€ X*||w|; mod 3 =0}
o KL[1] ={w e X*||w|y mod3 =1}
o KL[g] ={we X" ||w|lp mod3 =2}

(d) Zeleny automat rozoznava jazyk Lgreen = {w € ¥* | |w|1 mod 3 =
2}
e KL[g]={\ weX*||wimod3=0}
o KL[1] ={w e X ||w|p mod 3 =2}
o KL[go] ={w e X*| |w|y mod 3 =1}

Vidime, Ze indexy stavov v ¢ervenom a ¢iernom automate znacia zvysky po
deleni. Samozrejme, aj modry a zeleny automat je spravny, ale pre Tahsiu
orientaciu a pre dokazovanie je vhodné pouzivat jasné oznacovanie, ktoré
vam priamo napoveda, ¢o sa v stave deje. Uvidime to v dalsich prikladoch.

Zamyslite sa este nad tym, ¢i je potrebné pisat A pri tycho KL mnozinéch.
Svoju odpoved skuste zdovodnit.

2. priklad

(a) Zostrojte automat, ktory rozoznava jazyk L = {w = ax | x € {a,b}* A
|lw|, mod 2 = 0}. Z akych dvoch jazykov je L zlozeny? Pre kazdy
zostrojte automat, dokézte ich spravnost, a pomocou modularnej kon-
strukcie (simulécie) vytvorte automat pre jazyk L.

(b) Vytvorte automat rozozndvajuci ¢isla delitelné 6. Slova budu ¢isla:

(i) v dvojkovej stistave,
(ii)* v desiatkovej ststave.
Kedy je ¢islo delitelné 67 Vytvorte automaty pre oba pripady, overte

ich spravnost a pomocou modularnej konstrukcie vytvorte vysledny
automat.
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Riesenie prikladu 2a

Tento jazyk sa sklada z dvoch jazykov, ozna¢me ich Ly a Ly. L1 = {w =
ax |z € {a,b}*}; Ly = {w € {a,b}* | |w|p mod 2 = 0}.

Najprv si pre kazdy z nich vytvorime automat. Aby sa ndm s automatmi
lahsie dalej pracovalo, budeme sa snazif oznacovat stavy podla toho, ¢o sa
v nich deje, a tiez sa vyvarovat vela stavom s rovnakymi menami.

a, b a, b

Vznikli dva automaty, pre kazdy si definujme KL triedy.
« Cierny automat: L; = {azx | z € {a,b}*}

— KL[go] = {7}
— KL[q] = {azx | z € {a,b}*} — ¢izZe slové zacinajice znakom a

— KL[g) = {bx | x € {a,b}*} — CiZe slova zacinajice znakom b
o Modry automat: Ly = {w € {a,b}* | |w|y mod 2 = 0}

— KL[g) ={w € {a,b}* | |w|p mod 2 = 0} — parny pocet bécok
— KL[g1] = {w € {a,b}* | |w|p mod 2 =1} — neparny pocet bécok

Dokazy spravnosti nechdvam na vas ako opakovanie posledného cvicenia.

Podme si spravif modularnu konstrukciu. Mozno ste rozmyslali, preco
mé jeden automat vietky stavy v jednom riadku a druhy v jednom stipci.
Je to preto, aby sa nam lahko spravil kartézsky sucin stavov. Postup je
nasledovny:

(i) Potrebujeme 3 x 2 stavov, kazdy bude mat dvojznakovy index, kde
prvy znak bude z ¢ierneho automatu a druhy z modrého. Vieme, ze
vstupny stav bude ten, ktory bol vstupny v oboch, v tomto pripade
teda q00-
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(i)

(iii)

Teraz potrebujeme pridat prechody. Ako na to? Pozrime sa na pre-
chody zo stavu ggg. V ¢iernom automate sa po a dostaneme zo stavu
qo do stavu ¢, a v modrom automate sa z ¢y dostaneme po a do
Takze zo stavu qgg po a pdjde prechod do stavu ¢,o. Podobne pre pre-
chod po b — v ¢iernom automate sa zo stavu gy dostaneme do stavu

a v modrom automate sa z gy dostaneme do ¢;. Z toho vyplyva, ze zo
stavu gop po b pojde prechod do stavu

a

Vseobecnejsie: aby sme zistili prechod zo stavu ¢;; po znaku e, tak
najprv pozrieme, kam sa dostaneme zo stavu ¢; po e v prvom auto-
mate (napr. do stavu ¢i) a potom kam sa dostaneme zo stavu g; po
e v druhom automate (napr. do stavu ¢;). Kombindciou vysledkov do-
staneme vysledny stav (gg;). Dopliime aj zvySok prechodov v nasom
automate.
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(iv) Ked uz mame vSetky prechody, eSte musime uréit, ktoré stavy si ak-
ceptacné. Kedze robime prienik dvoch automatov (vo vyslednom ja-
zyku je medzi L; a Lg ,a zaroven”), akceptacné stavy budu tie, ktoré
st akceptacné aj v jednom aj v druhom automate. V nasom pripade
to je iba stav gqg.

(v) Pozrite sa na automat. Su v nom vsetky stavy dosiahnutelné (teda
sa do nich vieme pocas vypoctu dostat)? Vidime, ze do stavu gg; sa
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dostat neda. Ale preco? Ak si spomenieme na K L[q] z ¢ierneho a
K L[q1] modrého automatu, ziskame odpoved. Neexistuje totiz Ziadne
slovo, ktoré je zaroven prazdne a zaroven ma neparny pocet bécok.
Tento stav aj s prislichajicimi prechodmi preto nemusime kreslit.

(vi) Este si definujme KL triedy tohto automatu.

« KL[goo] = {\}

o KL[qa] = {w = ax | |w|y, mod 2 = 0} — slova zac¢inajice a s
parnym poctom b

o KL[go) = {w = bz | |w|p mod 2 = 0} — slova zacinajice b s
parnym poctom b

o KL[gy] = {w = ax | |w|p mod 2 = 1} — slova zacinajice a s
neparnym poctom b

o KLgn] = {w = bx | |w|p mod 2 = 1} — slova zacinajice b s
neparnym poctom b

Pozrite sa na KL triedy povodného modrého a c¢ierneho automatu
vyssie. Ako sivisia s KL triedami tohto automatu? Vidite tam prienik
jazykov? Ako by sa zmenil automat, keby sme nerobili prienik, ale
zjednotenie (t.j. v pévodnom jazyku by bolo ,alebo”)? Zmenili by sa
iba akceptacné stavy. Zamyslite sa, ktoré dalsie stavy by boli v tomto
pripade akceptacné.

Ak ste dokazali spravnost oboch automatov ¢ierneho aj modrého, tak
spravnost tohto uz dokazovat nemusite.
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3. priklad
(a)* Zostrojte automat pre jazyk L = {azb |z € {a,b}*}.

(i) Dokézte jeho spravnost a urcite KL triedy.

(ii) Aky minimélny pocet stavov musi mat? Dokazte.
(b) Pozrite sa na automat A na obrazku a:
(i) zistite, aky jazyk rozoznéva,

(ii) urcite KL triedy vsSetkych stavov,

(iii) dokazte, ze automat rozoznévajici jazyk na obrazku musi mat
aspon tri stavy.

Riesenie prikladu 3b
Podme postupne po podilohach.

(i) Ako zistit, aky jazyk automat rozozniva? Skisme si vypisat niekolko
slov, ktoré skoncia v akcepta¢nom stave.

St to napriklad slova: 01,101,1101,0001,1001,0101.... Co maju tieto
slova spolo¢né? Vsetky z nich majua sufix 01. Ale budd ho mat vsetky
slova, ktoré skoncia v go?

Pozrime sa, ako sa do ¢y vieme dostaf. Jediny prechod, ktory v go
kon¢i, je prechod z q; po 1. Takze slova urcite budd konéit 1. Do ¢; sa
zas vieme dostat iba po 0 a to zo vSetkych troch stavov. Takze ano,
vSetky slova konciace v ¢o musia obsahovat na konci 01. Najkratsie
akceptované slovo je prave 01, vysledny jazyk mozeme zapisat ako:

L(A) = {w0l | w € {0,1}*}
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(i)

(iii)

Méme jazyk, takze mame aj K L[gs|, podme zistit zvysné dve. Je
vhodné zachovavat rovnaky zapis tried, preto sa pri stavoch qg a ¢
zamyslime, aky sufix budi mat slova, ktoré v nich skoncia.

Jednoduchsi je asi stav ¢q, lebo donho vedie iba jeden prechod a to
z qo po 0. Takze v ¢ skoncia slova so sufixom 0. Je tdto mnozina
disjunktnd s K L[go]| ¢ize L(A)? Ano. ZapiSme ju.

KLlq] = {w0 | w e {0,1}"}

No a ¢o so stavom ¢p? Vieme, ze tam skonci A, slova z {1}*, no ale aj
také, co prejdu vSetkymi stavmi a z go sa vratia po 1. Najjednoduchsie
by bolo povedat, ze st to slova so sufixom 1, ale bola by takato mnozina
disjunktnd s K L[g2]? Alebo inak — existuje slovo, ktoré mé aj sufix 01,
aj 17 Samozrejme, napriklad najkratsie také slovo 01. Takze zjavne
tieto mnoziny disjunktné nie st.

Cim budt konéit slova, ktoré sa do gy dostant z ¢2? 1 a pred fou moze
byt iba 1, kedze to je jediny prechod do g9, takze tieto slova budi mat
sufix 11. Zapisme to vsetko.

KL[g]={ }U{1"|ne N}U{wll |w e {0,1}*}

Vieme tento zapis zjednodusit? Ktoré slova z prvych dvoch jazykov
nepokryva posledny jazyk? Iba A, 1. Takze to upravime a napiSeme
vSetky KL triedy:

KL[g] ={\ 1;wll | w e {0,1}*}
KL[q] ={w0 | w € {0,1}"}
KL[g] = {w0l | w € {0,1}*}

Mame dokazat, ze automat rozoznavajici tento jazyk musi mat aspon
tri stavy. Dokazujeme sporom, t. j. predpokladame, ze automat moze
mat aj menej ako tri stavy. (Co to znamena? Ze vieme nejaké dva
stavy zlucit. Podme ukazat, ze to nejde.)

7 kazdej KL triedy si zvolme Iubovolné slovo, napriklad 011,00, 101.
Pre kazdu dvojicu ideme zistit, ¢i mozu skoncit v rovnakom stave.
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(i)

(iii)

Nech 3(qo,011) = S(qO,OO). Potom, z Lémy 3.12 musi platit, Ze
ked k nim pridame hocijaké slovo, oba skonéia v rovnakom stave,
a teda bud obe slova budt z jazyka alebo obe slova nebudu z
jazyka. Cize 6(qo,011z) = 0(qo, 00z), 011z € L(A) < 00z €
L(A).

Aby sme ukéazali, Ze tieto slovd nemdzu skonéit v jednom stave,
hladédme z, ktoré tito rovnost porusi. Existuje také?

Sktsme napriklad iba jednoduché slovo 1. ) (o, 0111) = 6 (o, 001).
Vidime, ze 0111 ¢ L(A) ale 001 € L(A). Z toho vyplyva, ze slova
011 a 00 nemozu skonéit v jednom stave a preto nevieme zlicit
stavy qo a q1.

Nech 6(qo,011) = §(go,101). Tu vidime, Ze uz toto tvrdenie ne-
moze platit, kedze 011 ¢ L(A) ale 101 € L(A). Tieto slova ne-
mozu skoncit v rovnakom stave (t.j. nevieme zlucit stavy gqo a
)

Posledna kombindcia: nech §(g,00) = 8(go,101). Opét neplati
priamo toto tvrdenie, pretoze 00 ¢ L(A) ale 101 € L(A). Tieto
slova tak nemdzu skoncit v rovnakom stave (t.j. nevieme zluéit
stavy g1 a go.)

Dospeli sme k sporu s tvrdenim, ze automat moéze maf menej ako
tri stavy, takze plati povodné tvrdenie. Automat rozoznavajuci jazyk
L(A) ={w0l | w € {0,1}*} musi mat aspon 3 stavy.

4. priklad

Dokazte, ze nasledujice jazyky nie st regularne (s vyuzitim Lémy 3.12
z prednasky).

(a) Ly ={0"1"|ne N}
(b)* Lo = {w#w | w € {a,b}*}; ¥ = {a,b,#}

(c)* L3 =

{ww! | w € {a,b}*}

Riesenie prikladu 4a

Co znamend, Ze je jazyk regularny? Ze vieme zostrojit konecny stavovy
automat, ktory bude tento jazyk rozpoznévat. Ak je jazyk nereguldrny, ta-
kyto automat zostrojit nevieme. Zamyslime sa, ¢i budeme vediet zostrojit
automat pre jazyk Li. Co by sme si museli pamétat?
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Najprv by sme potrebovali maf stavy, v ktorych si paméatame, kolko nul
sme precitali. Potom, z kazdého takéhoto stavu by sme isli do stavov, v
ktorych by sme si pocitali pocet jednotiek. Je ale mozné takyto automat
zostrojit pre n € N? Vieme povedat, aky by bol najvacsi pocet nil a jedno-
tiek? Nekonecno. Nas automat méa vsak iba konecny pocet stavov, ¢ize tento
jazyk nevie rozoznavat, a preto je neregularny.

Dokazme to sporom, ¢ize dokazujeme opacné tvrdenie a to, ze jazyk L je
regularny. Potom, pre takyto jazyk vieme zostrojit deterministicky automat
A, ktory mé koneény pocet stavov, ¢ize |Q| = m. Pre kazdy deterministicky
automat plati léma 3.12, ktord hovori, ze ak dve slova skoncia v rovnakom
stave a priretazime k nim obom rovnaké slovo, tak obe tieto nové slova bud
budi z jazyka L(A), alebo nebudi z L(A).

Kedy dve slova urcite skoncia v rovnakom stave? Ak ich je viac, ako
stavov. Vyberme teda takd mnozinu slov, ktora bude aspon o jedna vicsia,
ako pocet stavov m. Nech st to slova tvaru 0%, kde 1 < k < m+1. Vyberme
z nich dve roézne, ktoré skoncia v rovnakom stave. Nevieme povedat, ktoré
presne to budi, preto budeme pouzivat premenné. Kedze nebudt rovnaké,
jedno bude dlhsie ako druhé.

Nech 6(qo, 0") = 6(qo, 07), kde 1 < i < j < m +1.

Potom z Lémy 3.12 vyplyva, ze 0°z € L(A) < 072 € L(A), pre kazdé z €
* (pretoze ak sme pri éitani 0° a 0/ skonéili v rovnakom stave, ked z tohto
stavu zacneme citat z, vieme skoncit iba v jednom stave, ¢ize 5((]0,0%) =
) (go,072). A ak obe skonéia v rovnakom stave a jedno by bolo z jazyka a
druhé nie, vedeli by sme o tomto stave povedaf, ¢i je akceptacny?).

Teraz si musime zvolif z tak, aby jedno slovo bolo z jazyka L1 a druhé
nie, tak ziskame spor s tvrdenim, ze jazyk je regularny. Ako vyzeraja slova z
jazyka? Maju niekolko nil a po nich rovnaky pocet jednotiek. Zvolme preto
z = 1*. Potom:

o 01% € L(A)

e (V1% ¢ L(A), kedZe i < j, ¢ize v tomto slove bude viac nil ako jedno-
tiek.

Dostali sme sa do sporu s tvrdenim, ze jazyk L je reguldrny, plati preto
pévodné tvrdenie — jazyk L; je neregularny.

Zamyslite sa, ¢i aj jazyk L = {0"1" | 0 < n < 2021} je nereguldrny,
alebo pren vieme zostrojit automat, ktory ho bude rozpoznavat.

10
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Riesenie prikladu 4b

Dokazujeme sporom. T.j. dokazujeme tvrdenie, ze jazyk Ly = {w#w | w €
{a,b}*}; ¥ = {a,b,#} je reguldrny. Potom musi existovat automat A =
{Q, %, 6, qo, F'}, pre ktory plati ze L(A) = Lo. Nech pocet stav tohto (konec-
ného) automatu je n.

3 n+1

Ked vezmeme slova a, a?, a®,...,a™ 1, tak potomlﬂ musia aspon dve slova
skon¢it v rovnakom stave, ¢ize d(qo,x) = 6(qo,y)-

Nech z = a' a y = a7, pricom 1 < i < Jjs<n+Ll (Su to teda nejaké
dve rozne slovd z postupnosti VyéSl) Cize 5 (qo, a®) = 0(qo,a’ ) A z Lémy
3.12 vieme, Ze potom plati a/z € L(A) < a'z € L(A) (pretoze 6(qo,a’z) =
0(qo,a'z)).

Zvolme si z = #a'. Takze 6(q0, a/#a') = (qo, a‘#a).

o al#a’ ¢ L(A), pretoze i < j
a'#a’ € L(A)

Dostali sme sa do sporu. Preto plati pévodné tvrdenie a jazyk Lo nie je
regularny.

Mohli by ste sa pytat, pre¢o sme zvolili a’,a’ a nikde v slove sa nena-
chadza b. Je na nas, akii mnozinu slov si zvolime, nemusime pouzit vSetky
znaky abecedy, ale na konci potrebujeme dostat spor — ¢ize ak k nasim slo-
vam prirefazime nejaké iné slovo, jedno bude z pévodného jazyka a druhé
nie. Co okrem #a’ by sme mohli k slovam este priretazit, aby sme sa dostali
do sporu? Napriklad b3#a'b®, ba#a'ba... Cize to, ¢o ddme pred mriezku,
zopakujeme aj za nou.

Co by sa stalo, ak by sme priretazili #a?? Dostali by sme spor? Ano,
kedze slovo a/#a’ € L(A), ale a'#ta’ ¢ L(A).

Poznamky

e Dokaz minimalneho poctu stavov pre automat:

— Z kazdej KL triedy (pre kazdy stav) si zvolime jedno slovo, ktoré
do nej patri.

!z Pigeonhole principle

2Castou chybou je, Ze vyberiete nejaké konkrétne slovi. To spravit nemozeme, lebo
nevieme, ktoré z nich skoncia v rovnakom stave. Preto ich musime zapisat takto vSeobec-
nejsie a davat pritom pozor, aby sme zarucili, ze tie slovd budid rézne a z mnoziny vicsej
ako je pocet stavov automatu.

11
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Dokazujeme sporom: Automat médze mat aj menej ako n stavowv.

Vyuzijeme Lému 3.12. Pre kazdu dvojicu slov zistujeme, ¢i mozu
skoncit v rovnakom stave. M6zu nastat dva pripady:

i) jedno slovo do jazyka patri a druhé nie, takze priamo sme
dokazali, ze nemo6zu skoncit v rovnakom stave,
ii) alebo po ,prilepeni” vhodného sufixu bude jedno slovo patrit
do jazyka, ale druhé nie.
Ked nam pre vSetky dvojice (tj. pre (3) kombinécii) vyjde, ze
slova nemozu skoncit v rovnakom stave, dospeli sme k sporu s
tvrdenim a teda plati pévodné tvrdenie Automat musi mat aspon
n stavov.

Ak ndhodou vyjde, Ze nejaké dve slova by mohli skon¢it v rovna-
kom stave, sktiste automat prerobit - mozno méze byt aj mensi
ako ste si povodne mysleli :).

e Modularna konstrukcia

Najprv treba zostrojit oba automaty, z ktorych budeme skladat
vysledny.

Potom dokéazat spravnost oboch automatov — t.j. Ze rozoznavaju
jazyk, ktory maju.

Ked sme to dokazali, spravime moduldrnu konstrukciu (simulé-
ciu). Budeme potrebovat n x m stavov, ak n je pocet stavov jed-
ného automatu a m je pocet stavov druhého. Odporicam nové
stavy indexovat kombinaciou indexov z poévodnych automatov.

Vstupnym stavom bude taky stav, ktory bol v oboch automatoch
vstupny.

Kam ide prechod zo stavu ¢;; po znaku e zistime tak, Ze sa najprv
pozrieme, kam sa dostaneme zo stavu ¢; po e v prvom automate
(napr. do stavu g) a potom kam sa dostaneme zo stavu g; po e
v druhom automate (napr. do stavu ¢;). Kombindciou vysledkov
dostaneme vysledny stav (gg;).

Akceptacné stavy budu:

(a) Ak robime prienik automatov, tak vSetky ktoré su akcep-
tacné pre oba automaty.

(b) Ak robime zjednotenie automatov, tak vsetky, ktoré su ak-
ceptacné aspon pre jeden automat.

12
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(c) Ak robime rozdiel automatov, tak vsetky, pre ktoré je proy
akceptacny a druhy nie.

— Vysledny automat uz dokazovat nemusime.
o Dokaz neregularnosti pomocou Lémy 3.12

— Dokazujeme sporom, takze predpokladédme, ze jazyk L je regu-
larny a teda existuje DKA A, ktory ho rozozndva L = L(A).

— Ak méame konecny automat s n stavmi, tak ak budeme mat co
i len o jedno slovo viac, ako je stavov (n + 1), musia vypocty
na aspon dvoch slovich skoncit v rovnakom stave (Pigeonhole
principle).

— Zvolime si nejakdt mnozinu slov, ktorych je dostatocne vela (as-
pon n + 1 pre Tubovolné n), takze napr. 0", a®* ... Treba vysvet-
lit /ukazat, preco je ich uréite viac ako stavov automatu. Z nich
vyberiete dve slova. Pozor, nie Tubovolné! Treba si uvedomit, ze
vy neviete, ktoré konkrétne dve slova skoncia v rovnakom stave,
ale viete, ze ak ste vytvorili aspon n + 1 slov, tak to mohlo byt
lubovolné i-te a j-te. Preto nevhodné slovd st také, kde pouzivate
konstanty a taktiez také, kde jedno zavisi od druhého napr. 17, 1%

alebo a®, a®t*.

— 7 Lémy 3.12 vieme, zZe ak vypocet na slovich v a v skon¢i v
rovnakom stave ¢, tak aj vypocty na ux a vz skonéia v jednom
stave p, ¢ize slovo ux patri do jazyka L prave vtedy ked aj slovo
v,

— Slovo x je preto vhodné vybrat tak, aby jedno slovo z dvojice
uz,vx patrilo do jazyka a druhé nie. Stav p by tak mal jedno
slovo akceptovat a druhé nie, to DKA robit nevie. Takze bud ich
obe akceptuje alebo nie, ¢ize nerozoznava dany jazyk, ¢im sme sa
dostali do sporu s tvrdenim, ze jazyk je regularny.

— Odporicam precitat si komentédre k tlohe 5.2 z roku 2017/18
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